Brojni niz
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Realan brojni niz je svako preslikavanje f : N — R.

Niz se ozna€ava sa {a,}nen ili samo {a,} gde je f (n) = a, i kaze
se da je a, opsti ¢lan niza {ans}.

Primer 1. Clanovi niza &iji je opéti ¢lan:

ap = n? su a;=1, a=4, a3=9, a =16,

1 1 1 1
n - su 1 ) b2 2) 3 35 4 4)
ch =2 su =2, =2, =2, =2,
dn = (—1)" su d1 = —1, d2 = 1, d3 = —1, d4 = 1,

Niz kod kog svi ¢lanovi imaju istu vrednost (kao ¢, u prethodnom
primeru) naziva se stacionarni niz.
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Ako postoji realan broj G takav da je a, < G, Vn € N kazemo da je
niz {an} brojem G i broj G se tada
naziva gornje ogranicenje niza.

Ako postoji realan broj g takav da je g < a,, Vn € N kazemo da je
niz {a,} brojem g i broj g se tada
naziva donje ogranicenje niza.

Ako postoji i gornje i donje ogranicenje niza, kaze se da je niz
ogranicen.

Ocigledno, gornje i donje ogranicenje niza nije jedinstveno.

Najmanje gornje ograniCenje niza naziva se supremum i oznacava

sa sup a,, a najvece donje ogranicenje niza naziva se infimum i
neN
oznacava se inf a,.
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Primer 2. o9 Ay
» Niz {a,} , a, = n? je ogranicen sa donje strane. Brojevi
0,-2, o 1, ... predstavljaju njegova donja ogranicenja, a
infa, =1 jer je n?> > 1 za svako n € N. Ovaj niz nije
ogranicen sa gornje strane. W
1 0 %%
» Niz {b,} , b, = — je ogranicen (i sa gornje i sa donje strane),
n

1
apostoje0< ~<1,VneN, tojesupb, =1, ainfb, =0.
n

» Niz {c,} , cp = 2 je takode ogranicen i vazi _

sup ¢, = inf ¢, = 2.

» Niz {d,} , d, = (—1)" je ogranicen jer —1 < (—1)" <1,

VneN, pajesupd, =1, ainfd, = —1.
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Za proizvoljan realan broj a, otvoren interval (a — €,a + ¢), gde je
e > 0, naziva se c-okolina tacke a.

Realan broj a je tacka nagomilavanja niza {a,} akko se u svakoj
g-okolini broja a nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova tog niza.
Primer 3.
1 . . C
» Zaniz {b,}, b, = = tacka nagomilavanja je broj 0 jer se u
n

proizvoljnoj e-okolini tacke 0, tj. u intervalu (—¢,¢) nalazi
beskonacno mnogo ¢lanova niza b,,.




» Zaniz {cp} , cp = 2 tacka nagomilavanja je broj 2 jer se svi
¢lanovi niza ¢, nalaze u bilo kojoj okolini tacke 2.
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» Zaniz {a,} , a, = n? ne postoji tacka nagomilavanja jer se
njegovi Clanovi neograni¢eno povecavaju.

» Zaniz {dp} , dr = (—1)" tacke nagomilavanja su brojevi +1
jer se u proizvoljnoj e-okolini oba broja nalazi beskonacno
mnogo Clanova niza dp,.




Realan broj a je granicna vrednost niza {a,} akko se izvan
proizvoljne e-okoline broja a nalazi najvise konaéno mnogo ¢lanova

niza {an}, tj.

TH5=—— (Ve >0)(3ng (c) € N)(Vn € N)(n > ng = |a, — a| < ).

2

Ovo znadi da se za svako € > 0 moze pronaéi prirodan broj ng , koji
zavisi od ¢, takav da se svi ¢lanovi niza {a,} €iji je indeks veéi od
ng nalaze u e-okolini tacke a. bu, < L

W
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Ovaj iskaz se oznacava sa 2 17

lim a, = aili a, — a kad n — oo (a, tezi u a kad ntezi uoco).
n—o0
Ako niz {ap} ima graniénu vrednost a € R kaze se da je
konvergentan, tj. da konvergira ili tezi ka tacki a. Ako niz nije
konvergentan, on je divergentan tj. divergira.



Ocigledno je granicna vrednost niza ujedno i tacka nagomilavanja
tog niza, kao i da niz sa viSe tacaka nagomilavanja nije
konvergentan.

Niz {a,} tezi u oo, kad n tezi u oo, tj. lim a, = oo akko
n—oo

(VM > 0)(3no € N)(Vn e N)(n> ng = a, > M).

Niz {a,} tezi u —oo, kad n tezi u oo, tj. lim a, = —oo akko
n—oo

(VM < 0)(3no € N)(Vn e N)(n> ng = a, < M).

Za niz {a,} koji tezi ka 0o ili —oo kaze se da je divergentan u uzem
smislu. Dok se za niz koji je divergentan, ali ne u uzem smislu kaze
da je divergentan u Sirem smislu.



Primer 4. W—

| “ a 4/6
Niz {ap}, a, = n? nije konvergentan jer nema ta¢ku nagomilavanja.
J| J

Niz {d,}, dn = (—1)" nije konvergentan jer ima dve tacke

nagomilavanja. |
-1

Niz {c,}, cp = 2 je konvergentan i vazi lim ¢, = 2, jer se u svakoj
n— o0
g-okolini tacke 2 nalaze svi ¢lanovi ovog niza. —bH—

1 1
Niz {bn}, by = = Je takode konvergentan i vazi ||_>r'r;O o= =0 jer je
1

=0

1 . o o
< € <= n > —, sto znaci da se unutar proizvoljne ¢
n €

1
-okoline tacke 0 nalaze svi €lanovi niza €iji je indeks veé¢i od —
g

—
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Osnovne osobine konvergentnih nizova:

» Ako je lim a, = a, tada je a jedina tacka nagomilavanja niza
n—oo
{an}.

» Konvergentan niz {a,} ima jedinstvenu granicnu vrednost i ta
granic¢na vrednost je jednaka tacki nagomilavanja tog niza.

» Konvergentan niz je ogranicen.

» Ako je niz {a,} ogranicen i ima jednu tacku nagomilavanja,
tada je on konvergentan i njegova granicna vrednost je tacka
nagomilavanja.



» Ako su nizovi {an} i {bn} takvi da je a, < by, za svako

n>ng€Niiakoje lim a,=a, lim b,=b, tada je a<b.
n—oo n—oo

» Ako su nizovi {an}, {bn} i {cn} takvi da je ap < b, < cp, za

svako n > ng € Ni ako je lim a, = lim ¢, =aondajei
i n—o00 n—o00

lim b, = a.

n—oo

» Ako je niz {a,} ograniCen i niz {b,} takav da je |i_>m by =10,

tada je n||_>n;0 (an - bn) = 0.
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Racunske operacije sa granicnim vrednostima:
Ako je lim a, =a, lim b, = bi c konstanta, a, b, c € R, tada je:
n—o0 n—oo

» |lim ca,=c lim a, = ca;
n—oo n—oo

» lim (ap £ by)= lim a,+ lim by,=a+b;
n—oo

300 n—>00

> ton ba) =l a0 fimg b =a- b
a,  Jma .

>n||_>n;0b—n:m25,gdejebn7é0|b750.



Niz {an} je monotono:
» rastuci ako je a, < ap+1, za svako n € N.

» opadajuci ako je a, > a,t1, za svako n € N.
» nerastuci ako je a, > a,41, za svako n € N.
» neopadajuci ako je a, < apyt1, za svako n € N.

Niz {a,} ,cry Je monoton ako ima bilo koju od ovih osobina.

Princip monotonije: svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.



1\" .
Teorema: Niz {a,} Ciji je opsti ¢lan a, = (1 + > , neN je

n
konvergentan.

Ideja dokaza: Moze se pokazati da je ovaj niz ogranicen, tj. da je
2 < a, < 3 i da je monotono rastuéi, pa je po principu monotonije
on konvergenta, tj. ima granicnu vrednpst. Ta granic¢na vrednost

zove se e.
1 n
lim (1 + > =e
n—oo n

Broj e je iracionalan broj. Njegova priblizna vrednost je
e~ 2,718281... i ona se uzima kao osnova prirodnog logaritma.



Vazne osobine:

» Ako niz {a,}, a, > 0 konvergira ka broju a > 0, tada je i niz
{Ina,} konvergentan i konvergira ka broju In a.

» Ako niz {a,} konvergira ka broju a, tada je i niz {e™"}
konvergentan i konvergira ka broju e?.

» Ako niz {a,}, a, > 0 konvergira ka broju a, tada je i niz
{\k/a_,,} k € N, konvergentan i konvergira ka broju /a.



|zrazi oblika:

— —""0-00", oo —o0", 0%, "o, "1

oo 0
% v 00
zovu se neodredeni izrazi.

Primeri izraza koji nisu neodredeni:
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Vazne granicne vrednosti kod nizova su:

1 0, a>0
> Iim —=¢ 1, a=0,
e oo, a<0
0) qc (_131)7 tJ ‘q‘ <1
: 00, g>1
> =
Jim 4 1, g=1

ne postoji, g < —1

k lim v/a=1, a>0,

n—oo
S lim V=1,
n—oo

an
» |im a, = oo = lim (1—1—3—1,7) =e.

n—oo n—oo



ZADACI

1. Izracunati sledece graniéne vrednosti:
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2. lzraCunati slede¢e grani€ne vrednosti:
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3. lzracCunati sledece granicne vrednosti: "2
Z ~Ll>
n £ _—
2n+2 3n+2 e
31 fim 2ot s ¥

n—oco 2n —3n h—9> é.—/r
@
- @Vt«, g +7 — %’l:‘ﬂ
= ¥ N
h %4




o 3nysn
32 lm oy =



3.3

5n+2 _ 3n
lim

n— o0 (_4)”+1 _5n o



3.4

57+ (—2)"

nsoo 30245



4. lzraCunati sledece g@jéne vrednosti;
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