BROJNI NIZ

Realan brojni niz ili kra¢e samo niz je svako preslikavanje f : N — R.
Niz se oznacava sa {ay, }nen ili samo {a,} gde je f (n) = a, i kaZe se da je a,, opsti ¢lan niza {a,}.

Primer 1. Clanovi niza ¢iji je opsti ¢lan:

ay =n? su a;=1, ax=4, a3=9, aq4=16,
1 1 1 1
b, = — by=1, by==, by==, by=-,
n s 2Ty BTy M7
Cp =2 su ¢ =2, cy=2, c3=2, cy =2,

dy=(=1)" su dy=-1, do=1, d3=-1, dsy=1,

Niz kod kog svi ¢lanovi imaju istu vrednost (kao ¢, u prethodnom primeru) naziva se stacionarni niz.

Ako postoji realan broj G takav da je a, < G, ¥n € N kazemo da je niz {a,} ograni¢en sa gornje strane brojem G i
broj G se tada naziva gornje ogranicenje niza.

Ako postoji realan broj g takav da je g < a,, Vn € N kaZemo da je niz {a,,} ograni¢en sa donje strane brojem g i broj
g se tada naziva donje ogranicenje niza.

Ako postoji i gornje i donje ogranidenje niza, kaZe se da je niz ogranicen.

Ocigledno, gornje i donje ogranienje niza nije jedinstveno.

Najmanje gornje ogranifenje niza naziva se supremum i oznacava sa sup a,, a najveée donje ogranienje niza naziva se

neN
infimum i oznacava se inf a,,.
neN
Primer 2. Niz {a,} , a, = n? je ograni¢en sa donje strane. Brojevi 0, —2, 3’ 1, ... predstavljaju njegova donja ogranicenja,

ainfa, = 1 jer je n? > 1 za svako n € N. Ovaj niz nije ograni¢en sa gornje strane.
Niz {b,} , by, = % je ograni¢en (i sa gornje i sa donje strane), a posto je 0 < % <1,Vn €N, to jesupb, =1, a infb, = 0.
Niz {c,} , ¢, = 2 je takode ogranicen i vazi sup ¢, = infc, = 2.
Niz {d,} , d, = (—1)" je ogranicen jer —1 < (—1)" <1, Vn € N, pa je supd,, = 1, a infd,, = —1.

Za proizvoljan realan broj a, otvoren interval (a — €,a + ¢€), gde je € > 0, naziva se s-okolina tacke a.

Realan broj a je tacka nagomilavanja niza {a,} akko se u svakoj e-okolini broja a nalazi beskonaéno mnogo ¢lanova
tog niza.

Primer 3. Za niz {b,} , b, = % tacka nagomilavanja je broj 0 jer se u proizvoljnoj e-okolini tacke 0, tj. u intervalu (—¢,¢)

nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza b,,.

Za niz {c,} , ¢, = 2 tacka nagomilavanja je broj 2 jer se svi ¢lanovi niza ¢, nalaze u bilo kojoj okolini tacke 2.

Za niz {a,} , a, = n? ne postoji tacka nagomilavanja jer se njegovi ¢lanovi neogranieno povecéavaju.

Za niz {d,} , d, = (—1)" tacke nagomilavanja su brojevi £1 jer se u proizvoljnoj e-okolini oba broja nalazi beskonaéno
mnogo ¢lanova niza d,,.

Realan broj a je grani¢na vrednost niza {a,} akko se izvan proizvoljne e-okoline broja a nalazi najvise kona¢no mnogo
¢lanova niza {ay}, tj.
(Ve > 0)(Ing (¢) € N)(Vn € N)(n > ng = |a, — a| < ).
Ovo znadi da se za svako £ > 0 moZe pronadi prirodan broj ng , koji zavisi od ¢, takav da se svi ¢lanovi niza {a,} ¢iji je

indeks veéi od ng nalaze u e-okolini tacke a.
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Ovaj iskaz se oznacava sa lim a,, = a ili @, — a kad n — o0 (a,, tezi u a kad n tezi u co).

Ako niz {a,} ima graniém? :rogdnost a € R kaZe se da je konvergentan, tj. da konvergira ili tezi ka tacki a. Ako niz nije
konvergentan, on je divergentan tj. divergira.

Ocigledno je da je grani¢na vrednost niza ujedno i tacka nagomilavanja tog niza, kao i da niz sa vise tacaka nagomilavanja
nije konvergentan.

Niz {a,} tezi u oo, kad n tezi u oo, tj. 1i_>m a, = oo akko
(VM > 0)(3Ing € N)(Vn € N)(n > ng = a, > M).
Niz {a,} tezi u —o0, kad n tezi u oo, tj. li_>m a, = —oo akko

(VM < 0)(3no € N)(¥n € N)(n > ng = a, < M).

Za niz {a,} koji tezi ka oo ili —oco kaZe se da je divergentan u uZem smislu. Dok se za niz koji je divergentan, ali ne u
uzem smislu kaze da je divergentan u Sirem smislu.
Primer /4. Niz {ay,}, a, = n? nije konvergentan jer nema tacku nagomilavanja.

Niz {d,}, d,, = (—1)" nije konvergentan jer ima dve tacke nagomilavanja.

Niz {c,}, ¢n = 2 je konvergentan i vazi lim ¢, = 2, jer se u svakoj e-okolini tacke 2 nalaze svi ¢lanovi ovog niza.
n—oo

1 1 1 1
Niz {b,}, b, = — je takode konvergentan i vazi lim — = 0 jer je |— — 0‘ < € <= n > —, §to znadi da se unutar proizvoljne
n n €

n—o00 N

€ -okoline tacke 0 nalaze svi ¢lanovi niza ¢iji je indeks veéi od —.
€

Osnovne osobine konvergentnih nizova:

e Ako je lim a, = a, tada je a jedina tacka nagomilavanja niza {a,}.

° Konverge;l?coan niz {a,} ima jedinstvenu grani¢nu vrednost i ta graniéna vrednost je jednaka tacki nagomilavanja tog
niza.

e Konvergentan niz je ogranicen.

e Ako je niz {a,} ogranifen i ima jednu tacku nagomilavanja, tada je on konvergentan i njegova grani¢na vrednost je
tacka nagomilavanja.

e Ako su nizovi {a,} i {b,} takvi da je a,, < b, za svakon > ng € Nii ako je HILH;O an, = a, HILH;O b, = b, tada je a < b.

e Ako su nizovi {a,}, {bn} 1 {c,} takvi da je a, < b, < ¢, za svako n > ng € N i ako je nhﬂn;o a, = nlingo ¢, = a onda
jei lim b, =a.

n—oQ

e Ako je niz {a,} ogranifen i niz {b,} takav da je lim b, =0, tada je lim (a, - b,) = 0.
n— 00 n—0o0

Racunske operacije sa graniénim vrednostima:
Ako je lim a, = a, lim b, = bi c konstanta, a,b,c € R, tada je:
n—oo n—oo
e lim ca, =c lim a, = cq;
n—oo n—oo

e lim (a, +b,)= lim a, + lim b, =a+b;

e lim (a,-b,) = lim a,- lim b, =a-b;
n—oo

n—o00 n— 00
. A nlggo n a . .
L] nlingoa:m: g7gde.]e bn#()lb#(),
n—00

Niz {a,} je monotono:

e nerastuci ako je a, > a,11, za svako n € N.
e neopadajuéi ako je a, < an41, za svako n € N.
e rastudi ako je a, < an41, za svakon € N.

e opadajuéi ako je a,, > a,11, za svako n € N.
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Niz {an},, ¢y je monoton ako ima bilo koju od ovih osobina.

Princip monotonije: svaki monoton i ograni¢en niz je konvergentan.
1 n
Teorema: Niz {a,} ¢iji je opsti ¢lan a,, = (1 + ) , n € N je konvergentan.
n

Ideja dokaza: Moze se pokazati da je ovaj niz ogranicen, tj. da je 2 < a,, < 3 i da je monotono rastuéi, pa je po principu

monotonije on konvergenta, tj. ima grani¢nu vrednpst. Ta grani¢na vrednost zove se e.

1 n
lim (1 + ) =e
n—>00 n
Broj e je iracionalan broj. Njegova priblizna vrednost je e =~ 2, 718281 ... i ona se uzima kao osnova prirodnog logaritma.

VaZne osobine:

e Ako niz {a,}, a, > 0 konvergira ka broju a > 0, tada je i niz {lna,} konvergentan i konvergira ka broju Ina.
e Ako niz {a,} konvergira ka broju a, tada je i niz {e%} konvergentan i konvergira ka broju e®.

e Ako niz {a,}, a, > 0 konvergira ka broju a, tada je i niz {,’v/an}, k € N, konvergentan i konvergira ka broju ¥a.

Izrazi oblika:

00
”7”7 777w7 70 . OO”, 70 — OO”, 77003’7 ”OOOU, 77100a7’
00 0
zovu se neodredeni izrazi.
Primeri izraza koji nisu neodredeni:
5 0 00
” _ny ” _ ” ” _ 9 ” Ny ” _ Y
77()’ 77007 — = 07, 7*05 7*007
00 0 0 00 0
1 oo
NNOC _ ” _ i » _— —_n» ” o
0> =07, e* = o0”, e~ =0", - =07,
5
T T T T
”tg* _ OO”, ”tg (_7) _ _0077 ,"arctgoo — 7777 ”arctg (—OO) — _7777
2 2 2 2
771n0+:7m77, 771nm:m77’ 77OO+OOZOO777 ”m C)O:OO”
Vazne grani¢ne vrednosti kod nizova su:
0, a>0
o lim — = 1, a=0,
n—oo N
oo, a<0
0, g€ (—=1,1),tj. [ql <1
m 00, g>1
e lim ¢" = )
n— 00 1, qg=1

ne postoji, ¢ < —1
e lim Ya=1, a>0,

n— o0
e lim {/n=1,
n—oo a
e lim a, =+oo = lim (l—i—ai) =e.
n— o0 n—o0 n
Zadaci:

(1) Za sledece nizove ispitati ograni¢enost, tacke nagomilavanja, monotonost i konvergenciju:

(a) a, =1™,
(b) b, = 3",

(c) cn = (;)n

(2) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti, ako postoje:
(a) lim (1" +(-2)"),
n—oo
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o (b (1)

(¢) lim ({I/ZI-I- {/ﬁ)

n— oo

(3) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:
(@) 1 3n2—2n+4
a) lim —/————
n—oo 5nd 4+ 3n3 — 1’

—3n®+5n2 —n+10

b) L
(b) el 2n3 +3n2 +1 ’
(¢) lim mn® — 3n? + 10

n—o00 —5n —+ 1 ’

© I
1_
(f) lim vn ,
n—>002—|—3-\3/77
nd+1
(g) n—o00 (n+1)3
n+3-yn

(h)

)

im
o o (V2 +1—n)?
(i) lim ———.
n— 00 v/n4 +1
(4) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

(a) lim (Va3 V),

(b) lim n(n—vn2—1),

n— oo
(¢) lim n(v/n?—1—+vn2+1).
n— oo
(5) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:
2n+2 4 32
(a) lim ———,
n—o00 on _ 3n
3" 45"
(b) lim +

— 00 3n+1 _ 5n+1 ’
5n+2 _3n
¢) lim ——————,
( ) n— 00 (74)"+1 —_5n
B (=2)"
@) g, s

(6) Izracunati sledece grani¢ne vrednosti:

(a) lim (1 - g>n’

n— oo
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