KOMBINATORIKA

Uvodni pojmovi
e n-faktorijel: 0'=1,nl=(n—1)! - n,neN.
nl=1-2-3-...-(n—1)-n.

|
e Binomni koeficijenti: < Z ) = L', neN, ke NU{0}.

O-Gn)y
(1) (n)-(25)

Pravila izbora

e Pravilo zbira: Neka su A i B disjunktni skupovi i neka je Card (A) = m i Card (B) = n. Broj na¢ina da se izabere
jedan elemenat iz skupa A ili skupa B je m + n.

Primer: Odrediti na koliko na¢ina se moze dobiti zbir 9 ili 11 prilikom bacanja dve kockice za igru.
ReSenje: Neka su kockice obelezene sa K11 K2. Zbir 9 ili 11 se moze dobiti u slede¢im slucajevima:

K1 K2

4 nacina Dakle, zbir 9 ili 11 se moze dobiti na ukupno 4 + 2 = 6 nacina.

S Ul O UL W
UL W = gt O

} 2 nacina

e Pravilo proizvoda: Neka su A i B neprazni skupovi i neka je Card(A) = m i Card(B) = n. Broj nafina da se
izabere jedan elemenat iz skupa A i jedan elemenat iz skupa B je m - n.
Primer: 1z grada A u grad B vode 2 puta, a iz grada B u grad C' 4 puta. Na koliko se na¢ina moze iz grada A
do¢i u grad C, prolazeci kroz grad B?
Resenje:

A ' B C
—

LEE

Dakle, kako se iz grada A u grad B moZe sti¢i na 2 nacina, a iz grada B u grad C na 4 nacina, iz grada A u grad
C moze se sti¢i na 2 - 4 = 8 nacina.

Uvod

Osnovni kombinatorni pojmovi, odnosno nacini izbora pri biranju elemenata nekih skupova su Permutacije, Varijacije
i Kombinacije. Oni se mogu podeliti po tri kriterijuma:
(1) Da li moraju biti izabrani svi elementi po¢etnog skupa?
U slufaju da moraju biti izabrani svi elementi pocetnog skupa radi se o permutacijama, inafe (ako ne moraju biti
izabrani svi elementi poetnog skupa) radi se o varijacijama ili kombinacijama.
1



KOMBINATORIKA 2

(2) Da li je pri biranju bitan redosled izabranih elemenata?
U slu¢aju kada je redosled izabranih elemenata bitan radi se o permutacijama ili varijacijama, inace (kada redosled
izabranih elemenata nije bitan) radi se o kombinacijama.
(3) Da li pri biranju neki elemenat moZe da se bira vise puta?
Ako se neki elemenat moze birati viSe puta onda se radi o permutacijama, varijacijama ili kombinacijama sa
ponavljanjem, a ako nijedan elemenat ne moze da se bira viSe puta onda se radi o permutacijama, varijacijama ili
kombinacijama bez ponavljanja.

Permutacije bez ponavljanja

Dat je konacan skup od n razli¢itih elemenata. Bilo koji poredak svih n elemenata naziva se permutacija bez ponavljanja.
Broj permutacija bez ponavljanja od n elemenata je
P (n) =nl
Primer: Na koliko razli¢itih na¢ina se mogu 3 razli¢ite knjige poredati na policu?
Resenje: Neka su knjige oznacene sa 1, 2 1 3. Mogudéi rasporedi su:

123
132
213 . . . .
931 Dakle, 3 knjige se mogu poredati na policu na 6 nacina.
312
321
Osim nabrajanjem, do istog rezultata se moze doci i na sledec¢i naéin:
3 2 1
S~—~— N~ N~
na prvo mesto mogu doéi 3 knjige na drugo preostale 2 na trece preostala 1

Dakle, knjige se na policu mogu rasporediti na 3 - 2 - 1 = 6 nacina.
Moze se takode primetiti sledece:

1. Svi elementi pocetnog skupa jesu izabrani.
2. Redosled izabranih elemenata jeste bitan. =
3. Elementi se ne ponavljaju.

Permutacije bez ponavljanja.
P(3) =3!=6.

Permutacije sa ponavljanjem

Dat je konacan skup od n elemenata medu kojima ima i jednakih ( k1 medusobno jednakih jedne vrste, ko medusobno
jednakih druge vrste, ..., k,;, medusobno jednakih m-te vrste, pri ¢emu je k1 + ko + ... + ky, = n). Bilo koji poredak svih n
elemenata naziva se permutacija sa ponavljanjem.

Broj permutacija sa ponavljanjem od n elemenata je

n!
LN 2 R e
Primer: Na koliko razli¢itih na¢ina se na policu mogu poredati 3 knjige, ako su 2 od njih iste?
Resenje: Neka su dve iste knjige oznacene sa 1, a tre¢a sa 2. Moguéi rasporedi su:

112
121 Dakle, u ovom slucaju knjige je moguce poredati na 3 nacina.
211

Pkl,k2,~~~7km (n) =

Osim nabrajanjem, do istog rezultata se moze do¢i i na sledeéi naéin:

ukupan broj nafina da se rasporede 3 (razlic¢ite) knjige
—
3!

211!
——

broj ponavljanja

w
[\

|
M‘
—

|

w

Moze se takode primetiti sledece:

1. Svi elementi pocetnog skupa jesu izabrani. Permutacije sa ponavljanjem.
2. Redosled izabranih elemenata jeste bitan. == Py (3) — 3 3
3. Elementi se ponavljaju. 21(3) = or. 11 —
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Varijacije bez ponavljanja

Dat je konacan skup od n razli¢itih elemenata. Bilo koja uredena k torka (redosled je bitan), 1 < k < n, od k razli¢itih
elemenata datog skupa naziva se varijacija klase k bez ponavljanja.
Broj varijacija klase k bez ponavljanja od n elemenata je

n!

(n—k)!’

Napomena: U sluc¢aju kada je k = n varijacije bez ponavljanja su isto §to i permutacije bez ponavljanja.
Primer: Koliko se razli¢itih trocifrenih brojeva moze napisati pomocu cifara 1, 2, 3 i 4, ako se cifre ne mogu ponavljati?
Resenje: Mogude je napisati sledeée brojeve:

123 124 132 134 142 143
213 214 231 234 241 243
312 314 321 324 341 342
412 413 421 423 431 432

Vk (n) =

Dakle, moze se napisati 24 broja.

Osim nabrajanjem, do istog rezultata se moze do¢i i na sledeéi naéin:

prva cifra druga cifra treca cifra
——— ——— —
1 od 4 cifre 1 od 3 preostale cifre 1 od 2 preostale cifre

Dakle, pomocu datih cifara se moze napisati 4 - 3 - 2 = 24 trocifrena broja, sa razli¢itim ciframa.
Moze se takode primetiti sledece:

1. Nisu svi elementi pocetnog skupa izabrani. Varijacije bez ponavljanja.
2. Redosled izabranih elemenata jeste bitan. == 41 4-3-2- 1

i g s V3(4) = = =
3. Elementi se ne ponavljaju. (4 —3)! it

24.

Varijacije sa ponavljanjem

Dat je konacan skup od n razli¢itih elemenata. Bilo koja uredena k torka (redosled je bitan), od k elemenata datog skupa,
takva da se jedan ili viSe elemenata mogu ponavljati, naziva se varijacija klase k sa ponavljanjem.
Broj varijacija klase k sa ponavljanjem od n elemenata je

Vi (n) = n*.

Primer: Koliko se razli¢itih dvocifrenih brojeva moze napisati pomocu cifara 1, 2, 3 i 4 ako se cifre mogu ponavljati?
Resenje: Mogucde je napisati sledeée brojeve:

11 12 13 14

21 22 23 24 5 o .
31 32 33 34 Dakle, moze se napisati 16 brojeva.
41 42 43 44
Osim nabrajanjem, do istog rezultata se moze doé¢i i na sledeéi naéin:
4 4
N——

na svako mesto moze doc¢o bilo koja od date 4 cifre
Dakle, pomoéu datih cifara se moZe napisati 4 - 4 = 4° = 16 trocifrenih brojeva.
Moze se takode primetiti sledece:

1. Nisu svi elementi pocetnog skupa izabrani.
2. Redosled izabranih elemenata jeste bitan.
3. Elementi se ponavljaju.

Varijacije sa ponavljanjem.
Va(4) = 42 = 16.

Kombinacije bez ponavljanja

Dat je konacan skup od n razli¢itih elemenata. Bilo koji podskp od k razli¢itih elemenata datog skupa, bez obzira na
poredak (redosled nije bitan), naziva se kombinacija klase k& bez ponavljanja.
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Broj kombinacija klase k bez ponavljanja od n elemenata je

Primer: Na koliko razli¢itih nac¢ina se od 7 cvetova mogu izabrati dva?
Resenje: Neka su cvetovi obeleZeni brojevima od 1 do 7. Moguéi izbori su:

12 13 14 15 16 17
23 24 25 26 27

34 35 36 37 . . . o

A5 46 47 Dakle, cvetovi se mogu izabrati na 21 nacin.

56 57

67
Osim nabrajanjem, do istog rezultata se moze doci i na sledeci naéin:
Od 7 cvetova biraju se 2 proizvolj jedno kojim redom, &0 bi bilo ( . k 7O Ay

cvetova biraju se 2 proizvoljna, svejedno kojim redom, Sto bi bilo = = = 21.

Moze se takode primetiti sledece:

1. Nisu svi elementi pocetnog skupa izabrani. Kombinacije bez ponavljanja.

2. Redosled izabranih elemenata nije bitan. = Co(T) = 7N\ 21

3. Elementi se ne ponavljaju. A=\ e ) T

Kombinacije sa ponavljanjem

Dat je konacan skup od n razli¢itih elemenata. Bilo koji podskp od k elemenata datog skupa, pri ¢emu se svaki elemenat
moze pojaviti viSe puta i redosled tih elemenata nije bitan, naziva se kombinacija klase k sa ponavljanjem.
Broj kombinacija klase k sa ponavljanjem od n elemenata je

Ck(n>:(k+z—1 )

Primer: U cvecari se prodaju ruze, lale i ljiljani. Na koliko razli¢itih na¢ina se moze napraviti buket od 5 cvetova?

Resenje:
Kako je u ponudi 3 vrste cveca a treba izabrati 5 cvetova, neki se moraju ponavljati (Gak i svih 5 cvetova moZe biti iste
vrste).
Neka su ruze oznacene sa 1, lale sa 2 a ljiljani sa 3. Moguéi izbori su:
11111

11112 11113

11122 11123 11133

11222 11223 11233 11333

12222 12223 12233 12333 13333
22222 22223 22233 22333 23333 33333

Dakle, buket se moze napraviti nai 21 nagcin.

Osim nabrajanjem, do istog rezultata se moze dodi i na sledeéi naéin:

Bira se 5 cvetova od tri vrste cveéa. Dakle, mora se ponavljati vrsta cveéa. Takode je svejedno kojim se redosledom biraju
cvetovi za buket, pa je broj na¢ina da se to uradi

4 2 _ | .6 -5
5+3-1\_ (7)), 7! :76;1:21.
5 5 (7—5)!-5" 5.2

Moze se takode primetiti sledece:

1. Nisu svi elementi pocetnog skupa izabrani. Kombinacije sa ponavljanjem.
2. Redosled izabranih elemenata nije bitan. — = 5+3—-1

. .. C5(3) = = 21.
3. Elementi se ponavljaju. 5
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Zakljucak
Da li moraju Dali je
biti izabrani bitan
svi elementi redosled Bez ponavljanja. Sa ponavljanjem.
pocetnog izabranih
skupa? elemenata?
|
DA DA PERMUTACIJE P(n)=n! Pioy oyt () = ”'
R kq!- ko! k!
| _
NE DA VARIJACIJE | Vi (n) = ﬁ Ve (n) = nk
NE NE KOMBINACLIE | Cj, (n) = ( " ) Cr (n) = ( kJ”;_ 1 )
Zadaci

(1)

U restoranu se moze poruciti supa, glavno jelo i kola¢. Supa ima 3 vrste, glavnog jela 4 vrste i 5 vrsta kola¢a. Na
koliko razli¢itih na¢ina se moze poruéiti ruc¢ak? Obavezno je poruéiti i supu i glavno jelo i kolaé.
Iz grada A u grad B se moZe sti¢i na 2, iz grada B u grad C na 4, a iz grada C' u grad D na 3 razli¢ita na¢ina. Na
koliko razli¢itih nacina se moze stiéi iz grada A u grad D, prolazeéi kroz gradove B i C?
Da bi se stiglo iz mesta A do mesta D moze se proc¢i kroz mesto B ili kroz mesto C'. Od mesta A do B vode tri, od
A do C ¢etiri, od B do C tri, od B do D dvaiod C do D tri direktna puta. Koliko ima moguéih puteva od A do D
ako se kroz svako mesto prolazi najvise jednom?
Dat je skup slova A = {P,R,0,B,L,E, M}. Koliko se moZe napisati razli¢itih re¢i, bez obzira na smisao, od slova
skupa A u kojima se slova ne ponavljaju:

(a) duzine 7,

(b) duzine 7 koje se zavrSavaju samoglasnikom;

(¢) duZine 7 u kojima su slova BL jedno do drugog u datom poretku?
Pcela treba da sakupi polen sa 17 razli¢itih cvetova pre nego $to se vrati u koSnicu. Kada péela uzme polen sa nekog
cveta ona se viSe ne vraca na taj cvet. Na koliko razli¢itih na¢ina moze da obide svih 17 cvetova?
Koliko ima razli¢itih permutacija skupa {1,2,3,...,n} u kojima su elementi 1 i 2 susedni?
Na koliko razli¢itih nacina n osoba moze da stane u red, ali tako da dve uocene osobe ne mogu da stoje jedna pored
druge?
U koliko razli¢itih permutacija cifara 1,2,3,...,8, cifre 2,4,5,6 stoje jedna pored druge, i to:

(a) u datom poretku 2456;

(b) u proizvoljnom poretku?
Na polici se nalaze tri knjige pisca A, dve knjige pisca B i Cetiri knjige pisca C. Sve knjige su razli¢ite. Na koliko
razli¢itih nacina se mogu rasporediti knjige:

(a) bez ikakvih dodatnih uslova;

(b) tako da na polici najpre budu knjige pisca A, zatim pisca B i na kraju pisca C;

(c) tako da knjige svakog od pisaca A, B i C budu jedna do druge u proizvoljnom redosledu?
Koliko ima razli¢itih permutacija skupa {0,1,2,...,9} u kojima izmedu cifara 2 i 3 stoje tacno tri druge cifre?
Na polici se nalazi 12 razli¢itih knjiga od kojih su 5 iz matematike, 4 iz fizike i 3 iz hemije. Na koliko razli¢itih nac¢ina
se mogu rasporediti knjige na polici ako se zna da sve knjige iz iste oblasti moraju biti jedna do druge?
Koliko ima razli¢itih sedmocifrenih brojeva ¢ije su tri cifre jednake 1, dve cifre jednake 2, a dve cifre jednake 37
Na kolikorazli¢itih nacina se dva topa, dva konja, dva lovca, kralj i kraljica mogu postaviti u prvi red 8ahovske table?
Koliko se razli¢itih reci, bez obzira na smisao, moZe napisati od svih slova sadrzanih u re¢ima MATEMATIKA i
KOMBINATORIKA?
Dat je skup slova {A, K, 0, N, Z}. Koliko se razli¢itih re¢i, bez obzira na smisao, moZe napisati od slova ovog skupa,
pri ¢emu se slova ne mogu ponavljati:

(a) duzine 2;

(b) duzine 3;
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(¢) duZine 3 koje pocinju slovom K;

(d) duzine 3 koje ne poé€inju slovom K;

(e) duzine 5 koje pocinju slovom A a zavrSavaju se slovom K?

Na koliko razli¢itih nac¢ina se, od 30 ¢lanova nekog kluba, moze izabrati predsednik, podpredsednik, sekretar i blagajnik
kluba?

Ucenici Cetvrtog razreda svake nedelje idu na izlet. Oni su dobili ponudu za 15 destinacija i treba da odaberu 7 koje
¢e posetiti. Na koliko razli¢itih na¢ina mogu da odaberu koja mesta ¢e posetiti ako se zna da ée poslednji izlet biti
na Pali¢?

Koliko ima razli¢itih trocifrenih brojeva, kod kojih se cifre ne ponavljaju, koji se mogu obrazovati od cifara:

(a) 2,3,4,7,8,9;

(b) 0,1,2,3,4,57

Koliko se moze napisati razli¢itih parnih petocifrenih brojeva pomocu cifara 0, 1,2, ..., 9 tako da se cifre ne ponavljaju?
Na zidu se nalaze tri kuke. Na koliko razli¢itih nacina se na njih mogu okaciti 4 kaputa? Na jednu kuku se mozZe
okaciti 1 vise kaputa. Medusoban raspored kaputa oka¢enih na istu kuku nije bitan.
U lift u prizemlju ¢etvorospratnice uslo je 6 osoba. Na koliko razli¢itih nac¢ina one mogu napusiti lift, ako svaka osoba
izlazi na jednom od spratova?
Na koliko razli¢itih nac¢ina se m razli¢itih pisama moZe rasporediti u n postanskih sanducica?
Koliko se razli¢itih brojeva, u kojima se cifre mogu ponavljati, moze napisati pomocu cifara 1,2, 3,4, 5 tako da budu:
(a) dvocifreni;

(b) trocifreni;

(¢) trocifreni koji ne pocinju sa 5;

(d) parni petocifreni?
Koliko se razli¢itih parnih éetvorocifrenih brojeva moze zapisati pomocu cifara 1, 3,4, 6,7 ako u zapisu svakog broja
susedne cifre moraju biti razlic¢ite?
Koliko se razli¢itih Sestocifrenih brojeva moze obrazovati od cifara 0, 1,2, 37
Tri ¢lana zirija treba da glasaju sa DA ili NE. Koliki je broj moguénosti za glasanje?
Koliko ima razli¢itih trocifrenih brojeva:

(a) koji se zavrSavju cifrom 37

(b) deljivih sa 57
Koliko ima razli¢itih Sestocifrenih brojeva koji:

(a) se zavrsavaju sa dve sedmice;

(b) pocinju sa dve jednake cifre?
Na koliko razli¢itih na¢ina se moze osvetliti prostorija sa 10 sijali¢nih mesta?
Kocka za igru se baca tri puta. Koliko ima razli¢itih rezultata tih bacanja?
Na koliko razli¢itih nac¢ina moze biti ocenjen ucenik na kraju Skolske godine iz 12 predmeta ako:

(a) iz svih predmeta moze dobiti ocenu od 1 do 5;

(b) iz dva predmeta ne moze dobiti ocenu visu od 3, a iz tri predmeta nizu od 47
Koliko razli¢itih Morzeovih znakova se moZe formirati od osnovnih znakova - i — ako se zna da se jedan znak sastoji
od najviSe Cetiri osnovna znaka?
Koliko se pomocu cifara 0, 1,2, 3,4, 5 moZe napisati razli¢itih Sestocifrenih brojeva u kojima se cifre :

(a) ne ponavljaju;

(b) mogu ponavljati?
Koliko ima razli¢itih petocifrenih brojeva ¢ije su:

(a) sve cifre razlicite;

(b) svake dve susedne cifre razli¢ite?
Na koliko razli¢itih na¢ina se u pet hotela mogu smestiti tri gosta tako da u svakom hotelu bude:

(a) najvie jedan gost;

(b) proizvoljan broj gostiju?
Na sahovskom turniru uéestvuje 8 igraca i svaki igra¢ igra partiju sa svakim. Koliko partija ¢e biti odigrano?
Koliko kolona treba da popuni igra¢ koji igra loto 7 od 39 da bi imao sigurnu sedmicu?
Odrediti maksimalan broj razli¢itih pravih odredenih sa n zadatih ta¢aka u ravni.
Odrediti broj dijagonala konveksnog mnogougla.
Vojna jedinica se sastoji od 3 oficira, 6 mladih oficira i 60 vojnika. Na koliko razli¢itih nacina se od njih moze izabrati
manja jedinica koja ¢e se sastojati od jednog oficira, dva mlada oficira i 20 vojnika?
U grupi od 20 8ahista nalazi se 5 velemajstora. Na koliko razli¢itih na¢ina se mogu formirati dve ekipe od po deset
Sahista tako da u prvoj bude 2 velemajstora a u drugoj 37
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Pravougaonik je presecen sa po 20 pravih paralelnih njegovim stranicama. Koliko se razli¢itih pravougaonika dobija
na ovaj nac¢in?
Na koliko razli¢itih nacina od dva matemati¢ara i osam ekonomista moze da se formira peto¢lana komisija u kojoj ée
biti bar jedan matematicar?
Na koliko razli¢itih na¢ina se mogu izabrati tri razli¢ita broja od 1 do 30, tako da njihov zbir bude paran broj?
Na koliko razli¢itih nacina se iz skupa od 17 osoba moze izabrati 12 pod uslovom:

(a) ako je izabrana osoba A tada mora biti izabrana i osoba B;

(b) ako je izabrana osoba A, tada ne sme biti izabrana osoba B?
U odeljenju ima 16 devojcica i 20 dec¢aka. Za odeljensku zajednicu treba izabrati 4 predstavnika od kojih je bar jedna
devojcica. Na koliko razli¢itih nac¢ina se moze izvrsiti izbor?
Iz kompleta od 52 karte izvuceno je 10 karata. U koliko sluc¢ajeva se medu izvucenim kartama nalazi:

(a) tacno jedna dama;

(b) tano dve dame;

(¢) bar jedna dama;

(d) najvise jedna dama?
U prodavnici ima 12 vrsta kutija cigareta. Kupac zZeli da kupi tri kutije. Na koliko razli¢itih na¢ina ih moze izabrati?
Iz kompleta koji sadrzi 32 razli¢ite karte bira se 8 karata SA/BEZ vracanja, tako da njihov redosled JESTE/NIJE
bitan. Koliko razli¢itih izbora ima?



