FUNKCIJE - IZVODI

Neka je funkcija y = f(z) definisana na intervalu (a,b) C R.
Sa Az # 0 se oznatava prirastaj argumenta funkcije f (z) u tacki « € (a,b) (Az je mala promena argumenta). Ako

tatka x+ A x pripada intervalu (a,b), onda je realan broj

Ay=Af(z) = f(x+Az) = f(z)

prirastaj funkcije f (z) u tacki x, koji odgovara prirastaju argumenta Azx.

Ako postoji (kona¢na) grani¢na vrednost

Ay St A ()
Aligo Az AligO Ax ’
tada se ta grani¢na vrednost naziva prvi izvod funkcije f(z) u tacki x i obelezava sa y' ili f/(x).
Ako je ova grani¢na vrednost jednaka oo ili —oco funkcija nema izvod u tacki x i kaze se da funkcija ima beskonacan izvod.
Ako se u definiciji prvog izvoda posmatra samo leva, odnosno desna, grani¢na vrednost dobija se levi, odnosno desni, izvod
u tacki = koji se oznacava se sa f’, odnosno f .
Da bi postojao izvod u nekoj tacki moraju postojati i levi i desni izvod i oni moraju biti jednaki.
Napomena: Pod f’(x) se podrazumeva izvod u proizvoljnoj tacki domena. Ako je potrebno odrediti izvod u konkretnoj
tacki zo pise se f’(zo).
Ako funkcija ima izvod u nekoj tacki x, ona je u toj tacki neprekidna. Obrnuto ne mora da vazi.

Za funkciju koja ima izvod u tacki x kaze se da je diferencijabilna u tacki x.

Zadatak 1. Po definiciji odrediti prvi izvod funkcija:

1) f(z) =,
() f(x) =32,
(3) f@)= . w#1,

4) flz)=3z+1, x> —%.



1. TABLICA 1ZVODA ELEMENTARNIH FUNKCIJA

f(z) f(x) vazi za
c=const 0 reR
z" na™ 1 neN zeR
x® az®~! aeR\{0},2>0
e’ e’ zeR
a” a®lna a#1Na>0NzeR
1
Inz — x>0
x
1
log, a#1Na>0Nz >0
rlna
sinx cos T rzeR
Ccos & —sinx reR
1 s
tgx 5 r# 5tk kel
cos?
1
ctgx —— x#kn, kel
sin” x
. 1 o] <1
arcsinz | —— x
V1—2a22
! o] < 1
arccosx | ———— T
V1 — 22
1
arctg x 1122 reR
t 1 eR
arcc - x
8¢ 1+ 22

Napomena: U narednim zadacima izvodi funkcija ¢e biti trazeni u oblastima gde postoje i to se neée posebno naglasavati.



2. OSOBINE IZVODA

Neka funkcije f(z) i g(x) diferencijabilne u okolini tatke x € R i neka « € R, tada vaZzi:

Zadatak 2. IzraCunati prvi izvod funkcija:

(1) y=a%—32% +2° -2,

3 1 6
<2>y:§$3_1$2_$_g,
1
(3)y:?—2+\f_€’/5,
2 1 1
— 3 - —_
4) y= 3z x4+5w+m,
4 1
(5 yzfgxs/x5—?x2+x\/a?+4,

y=5%+sinz — 52+ e¥ — €3,

)
)
7) y=a3lnz,
)
)

8) y=e€"sinz,
x
9 =
Yy T 1
2 +1
10 =
(10) y = —5—
2
x
I
12 =
(12) y Inz’
1
(13) y = +\/57
1—+x
sinx — cosx
14) y = 20T T COST
(14) y sinxz + coszx’
1
(15) y = m 7 + 3tgz - €”,
CoS T

1
(16) y =223 sinz —e® - e® +2n—f.
x

5
Zadatak 3. Za funkciju f (z) = % +2¢% odrediti f7 (2).

1 1
Zadatak 4. Za funkciju f (v) = = — —= odrediti f' (3).

2 a3



3. 1ZvOD SLOZENE FUNKCIJE

Neka je funkcija g diferencijabilna u tac¢ki € R i neka je funkcija f diferencijabilna u tacki u = g(x). Tada je funkcija
f(g(z)) takode diferencijabilna u tacki = i vazi

Zadatak 5. Izracunati prvi izvod funkcija:

(1) y=(1-522)"
(2) y=e sm:v+6:53+ee$ 76arctgm+eee’
(3) y = cosz? + cos? ,
(4) y =In® 2 +sin® z — cos® x,
2?2 +1
5) y=1 ,
(5) y=In—5—

1
(6) y =Insinx — Inlnz + Inarctgz +In5 — In2® +1In —,
x

y = sin3x + sine® — sinlnz + sinsin z — sin cos x + sin 2%,

7

9

)
(7)
(8) y = arctgy/z — arctga® + arctgIn z,
(9) y =e® + 3tge,
)

36arcsin T

(10) y = arcsine”® ,

) 1 3
11) y = arctga® — —— + Vsin® z,
(11) y g = e

(12) y = In (sin2 (22 +1) + (2¢ + 3)6),

1+sinz

13 =In———

(13) y=1n 1—sinz’

(14) y = sin® e” 4 ecos’ Ine,
(15) y = arctg® Inz + In* cos z,

sx+1

16 In
(16) y = sin o

Zadatak 6. Odrediti f/(0) za funkciju f(z) = e* +22+1,

Zadatak 7. Odrediti f’(e) za funkciju f(z) = In*z + v/Inz.

4. IzvoDI VISEG REDA

Neka je funkcija y = f(x) diferencijabilna i neka je f’(x) njen prvi izvod. Ako je funkcija f’(x) diferencijabilna, onda se
njen izvod naziva izvod drugog reda ili drugi izvod funkcije f u tatki z i oznadava sa y"” = f"(z) = (f'(z))".

Ako postoji, n-ti izvod funkcije f(z), u oznaci f(")(z), je prvi izvod funkcije f*~1(z), tj.

F0@) = (7" @) nen.

Zadatak 4. Izracunati drugi izvod funkcija:



(1) y = e?® — z* +sin 5z — In4ax,

(2) y=(z—2)e*,

T

3) y= 5

B y=——3

(4) y =zarccosz — V1 —x2,
1+

(5) y= arctgl

Zadatak 5. Za funkciju f(z) = 23 — e2*+t12% odrediti f”(1).

5. IZvOD PARAMETARSKI ZADATIH FUNKCIJA
Parametarski zadata funkcija je ona funkcija y = y(z) koja je definisana preko funkcija:
r=2x() 1 y=ylt) za tel,

gde je t neki parametar, a I C R neki interval realnih brojeva.
Oznake za prvi izvod funkcije po parametru ¢t su & =z} i § = y;.

Ako funkcije z = z(t) i y = y(t) imaju prve izvode po ¢ i ako je x; # 0, onda je prvi izvod parametarski zadate

x = x(t) x = x(t)
funkcije parametarski zadata funkcija LYy
y=y() Vo= "7 =7

t

Zadatak 6. Izracunati prvi izvod parametarski zadatih funkcija:

(1){x2t+1 |

y=1t>-3t+5
r = Int
(2) 1,
:t —
Y +t
x=et
(3) { et
(4) wzcost.
y=t+sint
3 1
o= Vil-
ORSEAE
y—t +t74
. 2
x = sin”“ Int
(6){ 5
y = cos’Int
r =elsint
(7){ ;
y =e'cost
(8) x = sint + t2
y=Int—tgt
x =t2cost — %t
9) I t+1
=In
YT

ot



6. IMPLICITNO ZADATE FUNKCIJE

Neka je funkcija y = f(z) zadata implicitno, jedna¢inom F(z,y) = 0ili F(x,y) = G(x,y). Njen izvod se ratuna tako $to se
prvo odredi izvod leve i desne strane jednakosti po promenljivoj x, pri ¢emu se vodi ra¢una da je x nezavisna promenljiva, a
y = f(z) funkcija koja zavisi od x. Na taj nadin se i izvod funkcije y = f(x) dobija u implicitnom obliku. U nekim slué¢ajevima
on se moze prebaciti u eksplicitni oblik, ali to nije neophodno. Drugi izvod implicitno zadate funkcije se racuna na isti na¢in

kao i prvi izvod.

Zadatak 8. Izracunati prvi izvod implicitno zadatih funkcija:

1) 2293+ 23—y =0,

3

2) ze¥ +ysinx =x

3

z36s1ny+exy =y 71:4

(
(
(
4

)
)
)
)

7. LOGARITAMSKI IZVOD

Logaritamski izvod se koristi za odredivanje izvoda funkcija oblika y = f(2)9*) kod kojih je f(x) > 0
Ovaj postupak podrazumeva da se obe strane jednakosti y = f (x)g(z) logaritmuju. Nakon toga se dobija funkcija u

implicitnom obliku ¢&iji izvod se rac¢una po pravilu za nalazenje izvoda implicitne funkcije, tj.
y = [f(@), f(z)>0
Iny = In(f(x)s®)

ny = g(a) (f(x))/"

Drugi izvod ovih funkcija se odreduje na isti nacin.

Zadatak 9. Izrac¢unati prvi izvod funkcija:

(1) y=2"", >0,
2) y =27, 2 >0,
(3) y=a'®" x>0,
(4)

4) y = (cosz)” ,xe<—§+2kz7r +2k:7r),k€Z,

(5) y = (arcsinz)™ > 2 € (0,1).

8. GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA PRVOG IZVODA

Neka je dat grafik neprekidne funkcije y = f (z) nad intervalom (a, b) i na njemu proizvoljne tacke M (z,y)i N (z + Az, y + Ay).
Secica koja prolazi kroz tatke M i N zaklapa ugao [ sa pozitivnim smerom z-ose i vazi:

f(z+ Az) — f(z)
Az '

A
t89 = 3, =

6



Kad Az — 0, tacka N se priblizava tacki M, a sefica M N postaje tangenta krive postavljena u tacki M. Ako se ugao

izmedu ove tangente i pozitivnog smera z-ose oznadi sa «, onda je

s Ay f(z + Az) - f()
tgr = \Jim tef = lm T alm Az

= f'(x).

Dakle, prvi izvod funkcije u nekoj tacki predstavlja koeficijent pravca tangente u posmatranoj tacki.
Neka funkcija y = f(x) ima izvod u tacki xg, tj. neka postoji f'(xo).
Jednacina tangente ¢ na grafik funkcije y = f(x) u tacki A(zo, f(x0)) je

t:y— flxo) = f'(wo)(x — x0).

Ako je f'(x9) = 0, onda je tangenta horizontalna prava y = f (zg).

Jednacina normale n na grafik funkcije f(x) u tacki A(zo, f(zo)) je

1
n:y— flzyg) = ———( — x0),
Y f( 0) fl(m())( 0)
ako je f'(zp) # 0. U slufaju da je f/'(z¢) = 0 jednacina normale je vertikalna prava x = xo.
Zadatak 10. Odrediti jednac¢ine tangente i normale na krive (grafike funkcija):
(1) y = 2% + 22 u tacki date krive ¢ija je apscisa x = 1,

(2) y= e®”~1 u tacki date krive Cija je apscisa z = 1,

(3) y = arctgz? u tacki date krive ¢ija je apscisa x = 0,

= 2tgt
(4) v g 9 . u tacki A(2,y0) date krive.
Yy =2sin“t+sin2¢



