FUNKCIJE - GRANICNA VREDNOST

Tacka x¢ € R je tacka nagomilavanja skupa X C R akko svaka okolina tacke z( sadrzi bar jedan elemenat skupa X \ {zo},
tj. akko za svako &€ > 0 vazi (xzg —&,20 + ) N X \ {xo} # 0.

Tacka a € R je grani¢na vrednost funkcije f : X — R u tacki zyp € R, gde je X C R i tacka x( tacka nagomilavanja
domena X, akko za svaku e-okolinu tacke a postoji J-okolina tacke xg, koja zavisi od €, takva da se sve tacke iz §-okoline

tacke xg bez xg, preslikavaju u e-okolinu tacke a, tj.
(Ve > 0)(36 (e) > 0)(Vz € X \ {mo})(lz — xo| <6 = |f(x) —a| <),

Sto se oznacava sa

lim f(z) = a.

Tr—x0

Tacka | € R je leva grani¢na vrednost funkcije f : X — R u tacki g € R, gde je X C R i tacka zy je tacka
nagomilavanja skupa X N {z € R|x < ¢}, akko

(Ve > 0)(35 () > 0)(Vz € X)(z € (w0 — 6 (¢) ,m0) = | f(z) — 1] <e),

Sto se oznacava sa
lim f(z)=1.

T—T)
Tacka d € R je desna grani¢na vrednost funkcije f : X — R u tacki zp € R, gde je X C R i tacka x( je tacka
nagomilavanja skupa X N {z € Rjz > z¢}, akko

(Ve > 0)(3d (e) > 0)(Vz € X) (2 € (z0, w0 + 6 (€)) = | f(z) — d| <¢),

Sto se oznacava sa

lim f(x) =d.
z—zd

Ako postoje leva grani¢na vrednost [ € R i desna grani¢na vrednost d € R funkcije f : X — R u tacki zg € R, gde je X C R
i tacka x( je tacka nagomilavanja skupa X i ako su one jednake, tj. [ = d = a, tada je a grani¢na vrednost funkcije f u tacki
g, odnosno

lim f(z)= lim f(z)= lim f(z)=a.

m%x(f Tz T—To

Prethodne definicije se mogu progiriti i za slu¢ajeve kada xq i/ili a teze a £oo.

Neka je xo tacka nagomilavanja zajednickog domena X C R funkcija f : X - Rig: X — R. Ako je lim f(x)=a,

T—xTo

lim g(z) = b, gde je xg realan broj, co ili —co i ¢ konstanta, a,b,c € R, tada vazi:
rT—rT0o

e lim (cf(:c)) =c lim f(:r)) = ca,

T—Tg T—To

e lim (f(x) :I:g(x)) = lim f(z)+ lim g(z) =a=+b,

T—xTo Tr—rxo Tr—xTo
o lim (f(z)-g()) = lim f(a)- lim ga) =a-b,
g m flz) o,
e lim = 0 = —, gde je b # 01 zasvako z € X je g(x) # 0.

a—zo g(x) lim g(x) b

T—rTo
1
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Neka su date funkcije f:Y — Zig: X — Y, gde X,Y,Z CR. Ako je lim g(z) =a € R i funkcija f je neprekidna u

r—T0o
tacki a(bice radeno kasnije), tada je

i flo(e) = 7  Jim o(0)) = Fla)

T—xg T—To
pri ¢emu xy moze biti i +oo.
Vazne grani¢ne vrednosti kod funkcija su:
0, a>0
o lim — = 1, a=0,

oo, a<0

07 /AS (_171)
- 00, qg>1
T—00 1) q= 1
ne postoji, ¢ < —1

e lim
ZADACI

(1) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

(a) lim (22 —1),

r—3
2
¢t —x+1
b) lim ——— .
b I 3
(2) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

2% 4 23 — 224

(a) ilg%) 222 + 3x°
(b) lim (I4+2)(1+3z)—1

x—0 2x ’
(c) lim w

z—=1 22 —4x 4+ 3’

2
-1

(d) lim z ,

() ilinlx‘*—x‘g—x—i—l'
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lim M
r—2 r—2

(2)

(3) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:
. 2z — 322
) Jm G
52 + x°
im ———
z—oo0 241
. 2x 4 ad
© B it

(b)

)

(4) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

lim v +5b—2
r——1 x+1
(b) li 7M

m b
-2 22 — 5+ 6

(¢) lim —M

rx—1 1—\/5

(5) Izracunati sledeée grani¢ne vrednosti:

(a)

)

sin 7x
b

@
X

im — ,
z—0 sin 4x
(¢) lim '5:10 ,
z—0 sin 2x
. sin(z—2)
@ =g

. sin(z+2)
(€) rl—l>n—12 —322 — 6z’

)
(f) lim sin” 3x

x—0 xX

)

1 _ ~
(g) lim — =

x—0 £U2

sin bx

h) Ii
(h) 250 sin 27

1 1
(i) lim

z—0'sinx  tgx

).
(6) Izracunati sledece grani¢ne vrednosti:

. 3
(a) lim (1 +22)=,

. T+ 5\ 5+

() Jim (T=5)"
) ti (22 HL) 5
r+1 ’

(d) lim (L”Q)ﬁ
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(f) lim (1+sina)*,

z—0t

(g) lim (cosx)w%,

x—0

1 1+
)ty
(i) lim (sinz)®’,

=5

202 — 3\ ==

() lim( “”” 3)ﬁ.

z=2\ T+ 3

(7) Izracunati sledeée jednostrane grani¢ne vrednosti:

1
a) lim e=—2
( ) x—2t T

(b) lim eF3.

T2~

N"‘

(¢) lim (14 x)=%,

z—0+

m""

(d) lm (1+z)=2,

x—0~

() lim (z—1)"o7,

r—2+
() lim (z—1)T7,
T—2~
( ) lim 2 4+4x+3
& r—2t 22— —2
(h) lim e tdr+3

=2 12—z —2°



