NEODREDENI INTEGRAL

Za funkciju f(z) definisanu na nekom intervalu I, funkcija F'(x) je primitivna funkcija na tom intervalu ako je F(x)
diferencijabilna (ima izvod) i vazi

F'(z) = f(x), Vzel.
Pri. Za date funkcije odrediti njihove primitivne funkcije:
f(z) = cosz = F(z) =sinx jer (sinz)’ = cosx;
f(x) =e* = F(x) =€ jer (e*) = e®;

f(x)=2>= F(x) = %3 jer (f) =22,

Treba primetiti da je, recimo, za funkciju f(z) = cosx osim gore navedene funkcije F'(x) = sinz primitivna funkcija
1 '
takode i funkcija Fy (z) = sinz+3, jer jei (sinz + 3)" = cosz, kao i funkcija Fy () = sinz— 2 jerjei | sinx — 2) =cosT

ili bilo koja funkcija oblika F'(x) = sinx + ¢, gde je ¢ € R proizvoljna konstanta, jer je u tom slu¢aju F'(z) = (sinx +¢)' =
f(@).

Dakle, primitivna funkcija nije jednozna¢no odredena. U opStem slucaju, ako je F'(z) primitivna funkcija funkcije
f(z) na intervalu I tada je i svaka funkcija oblika F'(2) 4 ¢, gde je ¢ € R proizvoljna konstanta, takode primitivna funkcija
funkcije f(x), jer je

(F(z)+¢) = F'(z) = f(z), c¢= const.

Sto znadi da za svaku funkciju f(x) postoji beskona¢no mnogo primitivnih funkcija.
Kako za dve primitivne funkcije Fy (z) i F; (z) funkcije f (x) na istom intervalu vazi

(Fy(z) = By () = F{ (z) = Fy (z) =0,

jerje FY (z) = Fy (x) = f (), sledi da je Fy (x) — F3 (x) = ¢, tj. da se dve primitivne funkcije iste funkcije mogu razlikovati
samo za konstantu.
Nekada se to ne primecéuje na prvi pogled.
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Pr2. Funkcije Fy(x) = arctgx i Fa(x) = arcctg — su obe primitivne funkcije funkcije f(x) x#0
x

1
Kako je F{(z) = 522
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Fj(x) = 171 Rl e f(z) to je i funkcija Fy(x) primitivna funkcije funkcije f(z).
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Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) na nekom intervalu I naziva se neodredeni integral funkcije f(x) na
tom intervalu i oznacava se sa
/ f(z)dx.

Funkcija f(z) naziva se podintegralna funkcija, f(z)dz podintegralni izraz, | znak integrala a postupak
nalaZenja neodredjenog integrala se naziva integracija.
Ako je f(x) jedna, bilo koja, primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu I onda je

/f(x)dx =F(z)+ec

gde je ¢ proizvoljna konstanta koja se naziva integraciona konstanta.

Za svaku funkciju postoji primitivna funkcija (neodredeni integral) na intervalu na kom je ona neprekidna. Mi ¢emo
uvek “reSavati” integral samo na onom intervalu na kom je podintegralna funkcija neprekidna, tj. na onom intervalu na
kom postoji neodredeni integral i to ne¢emo posebno naglasavati nego ¢emo ubuducée podrazumevati. Medutim, postoje
neke funkcije ¢iji se neodredeni integrali ne mogu izraziti preko elementarnih funkcija u kona¢nom obliku pa ¢e oni za nas
biti neresivi. Na primer, takvi su integrali
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Osobine neodredenog integrala

Osnovne osovine neodredenog integrala su:
/
([ f@) ds) = s

2 / F'(z) dz = F() + ¢;
3. /af(x) dx:a/f(x) dr, acR;
4. /(f(x) +g(x)) dax = /f(ac) dx + /g(x) dz.

Tablica integrala

Tablica osnovnih integrala se dobija na osnovu tablice izvoda ili neposrednom proverom:
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1. " dr = -1
/a: T n+1+c, n # —1,

d
—x:ln|:c\+c, x #0,
x

o

3. /sinx dr = —cosz +c,

4. /cosm dxr =sinz + ¢,

d
5./ ;E =tgz+c, r# 5 +kr, keZ
cos? x

(=2}

d
/ ;; = —ctg r +c, x#£kr, keZ,

sin” x

7. /ewda::em+c,

8./a$dx=a—+c, a>0, a#l,
Ina
d 1 1
9. /7:0:farctgngc:ffarcctgngcl, a#0,
a?+x2 a a a a
10/ dx ) x+ ZC+ 2| <
. | ——= = arcsin— + ¢ = —arccos — + ¢ x| <a
VaZ — 2% a a " -
dx
11. [ ——— =In|z+ V22 +a?| +c, a € R.
/\/$2:|:Q2 | |

Zadatak 1. Izra¢unati integrale:

1. /3dx:3/dx:3x—|—c;
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2. /x5dx= §+1+c+%—|—c;
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#—79;—%# dxr —/ldx—k/#dx—?/emdx—i—/#d
VaZ+4 V9 — 22 )z VaZ+4 V9 — 22

x
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dx
——dx =
cos? x /
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Smena promenljive
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z?dr=e"—"—f+c=¢€"+

- +c.
x
kojima se to postize je integracija pomoc¢u smene.

Integrale koji se ne nalaze u tablici potrebno je, pri reSavanju, svesti na tabli¢ne. Jedan od dva osnovna metoda
Tada, ako je x = ¢(t), na posmatranom intervalu vazi

Neka je (t) funkeija koja na nekom intervalu realne ose ima neprekidan prvi izvod i neka je na tom intervalu ¢'(t) # 0.

[ 1@ aa= [ oo o ar

Zadatak 2. Smenom promenljivih resiti integral

2r+3=t 4 4
1t 2 3
1. /(2x+3)3dx: 2dx=dt :§/t3dt:§-f—|—c—w
dx:%dt
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=
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1
)z/tdt:1n|t|—|—c:ln|3x2+x+1+c;

[z +2 —2 - 1 [ x+2=t
f/m+2dx+/x+2dxf/dx 2/x+2dx< dx:dt)

1
= /d:v—Q/Zdt:x—2ln|t|+c:az—21n|x+2\—|—c;
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/Edt+3/t—dtzln|t|—3%+c:ln|x—3|f%_3+c;
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/exmdxz(
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—5 dr = dt 5 Vet

2xdr = dt

=t )z/etdtzet—kc:er—&—c;

14+e* =t

T , LT t—l 1
/i ewdajz ef=t—1 :/Tdt:/dt—/gdtzt—ln|t|+c:1—|—ex—lne””—|—c;
te e’ dr =dt
1+e* =t . _2; _2 —3 )
ezdzdt>_/ﬂdt—3tz+c—3 (I+e)? +e;
—r? =t
1 1 1
—2xdr=dt :—g/etdt:—ietﬁ-c:—ieﬁz—i—c;
x dr = %dt
Jr=t
%xigdx:dt =3/€tdt=3et+c:36%+c;
L dy = 3dt
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20./51n2dx—< dr = dt =2 [ sintdt=—2cost+c 2c052+c

S5r =1t 1 1 . 1 .
21. /cos5mda:— ( 5 de — dt ) —5/costdt—5smt—|—C—gsm5x—|—67

inx = t6 1
22./sin5mcosxdm:( s =1 )z/t5dt:+c=sin6x+c;

cos dr = dt 6 6
sinx cost =t 1
23. /tgxdm—/msm dx = ( Csing dr — di ) ——/;dt_—1n|t|+c——ln\cosx|+c,
arctg £ 1 arctg Z T 1 tg ¢ arctg t =m 1
24. / dex = 7/7g22dm: 12 t :7/arcg dor = dtg :f/mdm
L2 o= Larote 2+ ¢ = Larctg 25 +
= -— = —ar = —ar ;
1o te 8acg c 8acg 5 ta
25 / actg T amgxit / =L o Lactg o+
. T = = — 4 ¢ = —arctg 3z + ¢
1+ a2 o da = dt 3 3 e
Varctg 2 arct 2c =1 1
26/ i e 5 /\[dt fftg+c—f\/arctg22x+c;
1+ 422 1+4w de = dt 3
arctg @ arct =1
27./67dx: & :/etdt:et+c:ear‘3tg$+c;
1+ 22 1+ZE2 dx = dt
mln(1+x2) ln(1+x2):t 1 1¢2 1. 5
28. ———t dx = = [ tdt==-=— — ~“1n?(1 2 .
/ T+22 & 22 dr = dt 2/ gy Te=g (et +e
| 1+Inz =1t P p
nx —
29. = mx=t>—1 | = / tdt:2/t2dt—2/dt:2——2t+c
V1 l t 3
v +nx Ldz =2t dt
2 3
= g(\/l—l—lnx) —2V1l+Inz+c

ln(x—|—\/1—|—m2):t

1 1
1 + 1+ 22 7(1-&-72:5) dr =dt 12 1
30./11(95 NED) o | wvEme U T avises :/tdt:§+c:5ln2(x+ 1+a?) +c

A/ 2 B 1 4+ 1+x2 _
1+ w+\/1+w2 Vita? duv = di
m de =dt

Parcijalna integracija

Parcijalna integracija je drugi osnovni metod za svodenje netabli¢nih integrala na tabli¢ne.
Neka su funkcije u(z) i v(x) diferencijabilne funkcije na nekom intervalu I. Tada na posmatranom intervalu vazi
formula za parcijalnu integraciju

Ako se uvedu skracene oznake u = u(x), v = v(x), du = v'(z)dz i dv = v'(z)dz prethodna formula se moZe napisati
kao
/udv :uv—/vdu.

Zadatak 3. Parcijalnom integracijom resSiti integrale
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/mxdx:(su:_lndf ) dvzdx):xlnx—/dx:x(lnx—l)—i—c;

= s vV=2
= In? dv=d 1
/1n2xda: = b lnx v * =x1n2x—2/m-flnxdx:xln2x—2/lnxd3:
du =2+ Inz dx v=[dz=ux x
B u=Inx dv = dx I 2 (01 )= 12 S lnz + 2+ ¢
= du:%dm v:fda;:a: =zln“x zlnr —z)+c=zln"x zlnz T+ ¢

u=2x dv = e*dx
/xemdaj = zxem—/emdx:xem—em—l—c;
du = dx v=[e"dx =e"

=a?-1 dv = e**d 1 1
/(z271)621d‘r _(u z v € v >—2(I21)6212'2/I62zd1’

du = 2zdzx v=[e* dm:%e%
1 UL =x dv, = e?*dx
:f(fol)eQ‘/”*/xezz dx = ! 12 Lo
2 du, = dz vy = [€* dx = 5e*"

1 1 1 1 1
= 5(3:2 —1)e** — ixe% + 3 /62:6 dx = 5(3:2 —x—1)e* + Eeh + ¢

uw=(z+1) dv = cosx dx )

+1) dr = = (z41)%si —2/ +1)sinz d
f(x ) eosz da ( du=2(x+1)dr v=[coszdr=sinz (@+1)"sine (z+1)sine dv

_(u:x—i—l dv = sinx dx

du = dx v = [sinz dx = —cosx

) = (x4 1)*sinz — 2 (- (:c—i—l)cosm—/(—cosx) dm)

= (z+1)sinz +2(z+1)cosz — 2sinz + ¢;

- u=e" dv = cos xdx v v
etcosxdr = " . =e“sinx — [ e’sinx dr
du = e” dx v:fcosx dr =sinz

up = e* dvy = sinxdx
p— p— T L3 xr xr
= . X =e"sine — | —e"cosx — | (—e®cosz) dx
du; = e* dx vlzfsmxdx:—cosx

e“sinx + e cosx — / e® cos xd;

Ovde smo sad dobili integral isti kao onaj od kog smo i krenuli, pa mozemo integral prebaciti na levu stranu i tako
ga izracunati.

1
2/6”3 cosx dr = e*sinz + e cos z, tj. /ezcosx dr = §6$ (sinz + cosx) + ¢;

2 — 42 _ t
5 g2 B 4 a2 B —x2 =t R T u=t dv = e'dt
1 up =t dvy = et dt 1
=—= t2t—2/ttdt = = ——t%! tt—/tdt
2( € ¢ duy = dt vy = [eldt=¢! 2 ¢ tle €

1 1 1
= —§t2et + tet — /et dt = —itzet +tet —et +c= —§x4e*$2 + z2e™ _ 7 + ¢

_ — 2 3 3 3 3 3

) u=Inx dv = x°dx T /g; 1 T 1/2 T T
Inx dox = =—Inhz— | — - —dz=—Inx— - dr = —1Inx — — +c¢ ;
/gc nz dx (du 1 gy ; fo " x;, 3 nx 3z T 3 nx 3 z° dx 3 nx 9 c;
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u=1Inz dv = ¥z dx 3 . 3 .1
3 — — — 3 - 3. —
10. /\/zflnxdx _<du:idx v:fx%dx:%x% >—4x31nx 4/m3 g:dx

= Z@lnx—%/x%dx: %Wln:c—%\%ﬁ—l—c: Z\‘q/xj(lnx—%)—ka

u = arctg x dv =1z dx 2 1 72
11. /xarctg rdr = 2 | = Farctgz — 7/ S dx
du = 1_vadrv v=[xde="% 2 2 /) 1+zx

22 1 fa?+1-1 z? 1 1 1
:?arctgxfi/wdx:?arctgxf§/dx+§/1+7dz

22 et L+ Larctg o+
—= —arcC r— =X —alcC X C,
g ACIE T T T T HArcle ’

R = u=t2 dv=e' dt
12. /tg 2r ¢ de = tg‘a: t :/tzet dt =
cos?z o do = dt du=2tdr v=[edi=¢'
up =1 dvy = etdt
:tht—Z/tetdt: ' o \
duy = dz v =[edt=e

:tht—2tet+2/etdt:t2t ote! + 2e! 4+ ¢ =tg 2xe'® T — g xe'® T 428 4 ¢




