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Graf G je ureden par (V, E), gde je V konacan neprazan skup
Vﬂb elemenata koji se zovu cvorovi, a E je konacan skup razlicitih
| -tourxcrw  Deuredenih) parova razlicitih elemenata skupa V' koji se zovu grane,
wwP 4 EC {{uv}|uveVy

Graf se moze predstaviti geometrijski crtezom u ravni.

£ —orraw . ]
e ® Cvorovi grafa se predstavljaju tackama u ravni, a grane grafa
i . linijama koje povezuju odgovarajuée cvorove.
Primer 1. Graf
(U'V> G= ({wv VI‘I\‘_/‘}} ’ {{VL'_VZ} ’ {Vlﬂ V3} ’ {V27 V3} ) {V37 V4}})
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Ako je e = {u, v} grana grafa G kaze se da grana e spaja ¢vorove
ui v, ili da je grana e incidentna ¢vorovima v i v, a za cvorove u i
v se kaze da su susedni.

Za sve grane koje su incidentne istom ¢voru kaze se da su susedne
grane.

Ako su u grafu G elementi skupa E razliéiti parovi

elemenata skupa V, tj. E C {(u,v)| u,v € X}, onda je to

orijentisan graf.

Primer 2. Orijentisan graf
G = ({Vl) V2, V3, V4} s {(Vla VZ) ) (Vl’ V3) 9 (VZa V3) 9 (V3’ V4)})
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Ako u grafu G neuredeni (uredjeni) parovi skupa E ne moraju biti
razliciti, tj. grane ne moraju biti razliite ve¢ moze postojati vise
grana koje spajaju dva ¢vora, onda je to multigraf.

Primer 3. Multigraf

G =({vi,vo,va,va}, {2}, {uaes} , {1, va} |
{@},{@3},{@,_\/3},{\/3/\/4}})@}



Grana grafa koja polazi iz i zavrsava se u istom Evoru naziva se
petlja.
Multigraf koji u sebi sadrzi i petlje naziva se pseudograf.

Primer 4.Pseudograf
G = ({V]-? V2, V3, V4} ) {{Vla V2} 5 {V17 V3} 5 {Vla V3} 5 {VZ? VZ} 5 {VQa VZ} 3

{VQaV3}’{V2aV3}v{VQ’V3}’{V33V4}3{V4"V4}}) T




Na dalje ¢e sve biti radeno iskljucivo za neorijentisane grafove bez
petlji i bez vise grana koje spajaju dva évora. Takvi grafovi se Cesto
nazivaju prosti grafovi.
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Put duzine k (k > 1) grafa G je niz grana oblika

{vo,va},{vi, v}, {vo, v}, ..., {vk—1, vk}, piSe se Cesto i

Vo — V). — Vo —idh = Vi

Elementarni (prost) put je put koji kroz svaki svoj ¢vor prolazi
najvise jednom.

Zatvoren (kruzni) put je put koji se zavrSava u istom Evoru u
kom i pocinje.

Kontura (ciklus) duzine n je elementarni zatvoren put i oznacava
se sa C,.

Primer 5.
V4

Vv
g put: vi —vo —v5 — vy — 13

clementarni put: v _:vz —Vv3— Vv

zatvoren put: @— Vo — V5 — V3 — Vo —@/D

kontura: vi —vo —v3 —va— V5 — Vg — \
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Povezan graf je graf kod kog su svaka dva ¢vora povezana putem.
Ako postoje Evorovi koji se ne mogu povezati putem graf je
nepovezan.

Nepovezan graf se sastoji od dva ili vise odvojenih delova, koji se
nazivaju komponente povezanosti grafa.

Primer 6.
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Artikulacioni cvor grafa je ¢vor ¢ijim se udaljavanjem iz grafa
povecava broj komponenata povezanosti grafa.

Most grafa je grana cijim se udaljavanjem iz grafa povecava broj
komponenata povezanosti grafa.

Primer 7. Sa a su obeleZeni artikulacioni évorovi, a sa m mostovi.




REL YY) .
Stepen cvora v, u oznaci deg (v), jednak je broju grana koje su sa

¢vorom v incidentne, tj. koje imaju kraj u tom ¢voru.

Ako grana spaja ¢vor sa samim sobom, tj ako je petlja, onda se ona
3¥%12> 2 racuna dva puta.

=10 ——
Cvor stepena 0 naziva se izolovan cvor, a ¢vor stepena 1 list ili
viseCi cvor.
Totalni stepen grafa je zbir svih stepena grafa i jednak je

Q 2 dvostrukom broju grana.

Odavde sledi da ne postoji graf sa neparnim totalnim stepetnom.

242ty Grana koja spaja ¢vor sa stepenom jedan je viseca grana.
4 -
- &

. A
PN

A e FI A



Primer 8.
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—> Broj ¢vorova neparnog stepena je u svakom (prostom) grafu paran.
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Graf je regularan ako su svi ¢vorovi istog stepena. Ako su pri tome
svi Evorovi stepena k kaze se da je fraf k -regularan.

Primer 9.
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Kompletan graf je prost graf kod koga su svaka dva ¢vora spojena
granom, tj. kod koga su svaka dva &vora susedna.

v . 5 n
Kompletan graf sa n ¢vorova se oznacava sa @ i ima ( 5 )

grana.

Prazan graf je graf u kome nikoja dva ¢vdora nisu susedna. To je
O-regularan graf, tj. graf koji se sastoji samo od izolovanih évorova.

Primer 10.
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Dva grafa G = (V4, E1) i Go = (Va, E2) su izomorfna ako postoji
bijekcija f : Vi — V5, koja odrzava osobinu susednosti ¢vorova.
Pise se G = Go.

Izomorfni grafovi su ustvari isti grafovi samo razlicito nacrtani.

— lzomorfni grafovi moraju imati isti broj évorova, iibrfoj_ggﬂa i iste

stepene Cvorova.

Primer 11.
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Ojlerova kontura grafa G jem put koji sadrzi sve_grane
grafa G. Graf koji ima Ojlerovu konturu je Ojlerov graf.

Ojlerov put u grafu G je put koji sadrzi sve grane grafa G. Graf
koji ima Bjlerov put je poluojlerov graf.

Svaki Gjlerov graf je i poluojlerov, a obrnuto ne mora da vazi.

Primer 12. /




Ako je graf Ojlerov moguce ga je nacrtati iz jednog poteza (bez
dizanja olovke sa papira) tako da se preko svake grane prelazi taéno
jednom i da se crtez zavrSava u pocetnom évoru. U slucaju da se >

crtez ne zavrSava u pocetnom &voru onda je graf poluojlerov.
uhea PYA Cvok  povETAWA oy YEM

PoveZan graf sa bar jednom granom je poluojlerov akko sadrzi
najvise dva ¢vora neparnog stepena (dakle,@il'@ posto ne moze
biti 1 évor neparnog stepena jer je broj ¢vorova neparnog stepena u
svakom grafu paran).
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Ukoliko graf ima 0 ¢vorova neparnog stepena, tada crtanje pocinje i
zavrsava se u istom Cvoru, pa je graf ustvari Ojlerov, a ako ima dva
Cvora neparnog stepena, tada crtanje pocinje u jednom od njih a
zavrsava se u drugom.

Ojlerova Teorema: Povezan graf sa bar jednom granom je Ojlerov

akko su mu svi Evorovi parnog stepena.
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Hamiltonova kontura grafa G je kontura koja sadrzi sve vorove
. — . .
grafa G. Graf koji ima Hamiltonovu konturu je Hamiltonov graf.

Hamiltonov put u grafu G je elementrni put koji sadrzi sve
cvorove grefa G. Graf koji ima Hamiltonov put je poluhamiltonov
graf.

Svaki Hamiltonov graf je i poluhamiltonov graf, a obrnuto ne mora

SR

Primer 13.






Bipartitan graf je graf ¢iji se skup ¢vorova moze podeliti na dva
disjunktna skupa na takav nacin da svaka grana spaj cvor prvog
skupa sa ¢vorom drugog skupa.
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Primer 14.
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Kompletan bipartitni graf je bipartitni graf kod kog je svaki ¢vor
prvog skupa susedan sa svakim &vorom drugog skupa.

Kompletan bipartitni graf se oznacava sa K, p, gde su m i n brojevi
elemenata u svakom od disjunktnih skupova.

Primer 15.
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Graf je bipartitan akko ne sadrzi neparne konture, tj. konture sa
neparnim brojem cvorova.

Da li je graf koji ne sadrzi neparne konture bipartitan ispitivace se
na sledeci nacin: krene se od jednog cvora koji se oboji jednom
bojom, zatim se njegovi susedi oboje drugom bojom, pa njihovi
susedi opet onom prvom i tako redom dok se ne oboje svi Evorovi
grafa. Ako je moguce obojiti sve Evorove tako da je svaka grana
incidentna sa dva Cvora razlicite boje onda je graf bipartitan.

Primer 16.
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Stablo je graf u kome su svaka dva ¢vora povezana tacno jednim

putem.
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Svako stablo je bipartitni graf.
Svako neprazno stablo ima bar jedan list, tj. ¢vor stepena 1.

Najcesce koris¢eno stablo je stablo u kom svaki ¢vor koji nije krajnji
mora imati dve grane. Takvo stablo se naziva binarno stablo.

Primer 18.



ZADACI
1. Da li postoji graf sa 77 cvorova u kom svaki évor ima steper@
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2. (a) Koliko i @graf sa 100 ¢vorova?
QUi Vo Rov S STEPENQ S
10O « § N 8SV0 < roTrLa)  STEPEN G RAFA

VO
Bl gV A T =250/

‘\
ToTA2 M) STEPEW A
LGM — BLo3> &§flavA

TOTALA)  STEPEY  GhvA = 2R <)k SErPeua



(b) Koliko &vorova ima 5-regularni graf sa 100 grana? [~ €
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3. (a) Nacrtati 1-regularan graf sa 8 ¢vorova?




(b) Za koje prirodne brojeve n postoji 1-regularan graf sa n
¢vorova?
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4. Koliko na skupu V ={1,2,3,...,n} ima
(a) razlicitih grafova;
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(b) razlicitih grafova sa tacno m grana?
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5. Odrediti broj ¢vorova i grana za sledec¢e grafove:
(a) kompletan graf Kj,;
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(b) prazan graf K,,;
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(e) kompletan bipartitan graf Ky, .

K, —_ o—ova m+n
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6. Da li su sledeéi grafovi izomorfni?
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e 7. Nacrtati sve neizomorfne grafove sa 4 ¢vora.
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@ Nacrtati sve neizomorfne grafove sa 4 ¢vora i bar jednom
konturom duzine 3.



. Nacrtati sve neizomorfne grafove sa 4 cvoraitacno jednom

konturom duzine 3.



@ Nacrtati sve neizomorfne povezane grafove sa 4 cvora.
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11. Nacrtati sve neizomorfne povezane grafove sa f{évora.
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12. Koji od grafova na slici su Ojlerovi, a koji poluojlerovi?

2

l1_<‘ ), u
@D G?.@ ES =

e <™

X




v
§

.
:’:_,:\Qﬂ
O;ffrao

K

3%/}/{/’

:70

N

B




K; N-pkpD Evoitoa

(n-2)REGUUILWY  GrAVF

T

N- NEPARRA ROWD> D pa - FProm Ras> =) VI VoRouv
S PARpa0e  Srevena (A=) — Odlewsy

h-PKAUW 2> =~ N ) PARANY R

=\ MEMY prer ¥ oA NEPARNO S
ST A

-

DM T Dompseo V' W | ?o&UO?WV



(b) tocak W,, n > 4.
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14. Koji od grafova na slici su Hamiltonovi, a koji poluhamiltonovi?
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15. Nacrtati sva neizomorfna stabla sa 5 ¢vorova.
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16. Nanrtati sva neizomorfna stabla sa 6 ¢vorova.
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17. Nacrtati sva neizomorfna stabla sa 7 ¢vorova, od kojih su
najvise 3 vise¢a .




