SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Sistem m linearnih jednacina sa n nepoznatih je

anry + ar2 + ... 4+ awmT, = b
s as1x1 + aoexs + ... + aopx, = by
Am1%1 + Gm2T2 + ...+ AQppTn = bm
gde je (z1,22,...,2,) uredena n-torka nepoznatih, a;; € R su koeficijenti, a b; € R slobodni ¢lanovi, i € {1,2,...,m},

je{L,2,...,n}.
Ako je broj jednafina u sistemu jednak broju nepoznatih (tj. m = n) tada se sistem zove kvadratni sistem.

Ako su u sistemu svi slobodni ¢lanovi jednaki nuli (tj. ako je by = by = ... =b,, =0, ) onda se sistem naziva homogen
sistem.

Skup reSenja sistema S, u oznaci Ry, ¢ine sve uredene n-torke brojeva (a1, aq, . . ., a;,) koje zadovoljavaju svaku jedna¢inu
sistema.

U zavisnosti od broja reSenja sistema, tj. prirode sistema, sistem moze biti:

(1) ODREDEN - ima ta¢no jedno reSenje;
(2) NEODREDEN - ima viSe od jednog reSenja;
(3) NEMOGUC (kontradiktoran, protivre¢an)- nema resenja.

Ako sistem ima bar jedno reSenje kaze se da je saglasan.

Homogen sistem sa n € N promenljivih je uvek saglasan jer uvek ima bar jedno (trivijalno) reSenje z1 = 29 = ... = 2, = 0.
Dakle, homogen sistem nikad nije nemoguc.
Primer:
a) o+ 2w =3 ovaj sistem je nemogué, tj. nema reSenja. Rg = ()
1 + 21,2 — 4 ) .] .] g I J .] . S = V.
r1 + X2 .. .
b) - 5+ OVaj sistem jw odreden. Rg = {(1,3)}.
3 =

) X1 + X9 =

2 . . ) 5 _ B
32, + S29 = 6° ovaj sistem je neodreden, ima beskona¢no mnogo resenja. Rg = {(¢,2 —¢) |t € R}.

Dva sistema jednacina su ekvivalentna ako i samo ako su im jednaki skupovi reSenja.
Primenom elementarnih transformacijama na sistem linearnih jednacina dobija se sistem ekvivalentan polaznom sistemu.
Elementarne transformacije sistema linearnih jednacina su:

zamena mesta jedna¢inama;

mnoZenje jednacine skalarom razli¢itim od nule;

mnoZenje jednacine skalarom i dodavanje nekoj drugoj jednacini;

promena mesta sabircima u jednac¢inama (iste nepoznate pisu se jedna ispod druge odnosno u istoj koloni).

Postupci za resavanje sistema linearnih jednacina

Gausov postupak (Gausov algoritam, Gausova metoda eliminacije)

Moze se primeniti za izracunavanje proizvoljnog sistema jednacina.

Sastoji se u tome da se pomoc¢u navedenih elementarnih transformacija koje ocuvavaju ekvivalentnost sistema, dobije
trougaoni oblik iz kojeg se lako izra¢unavaju nepoznate.

Primer: Gausovim postupkom, resiti sistem linearnih jednacina

r 4+ 2y = 5
Y 3y — 4y — 5
MnoZenjem prve jednacine sa —3 i dodavanjem drugoj jednacini dobija se
r + 2y = ) o + 2y = 5
3r — 4y = -5 — 10y = —-20°

Iz druge jednacine sledi da je y = 2. UvrStavanjem te vrednosti u prvu jednacinu dobijase t =5—-2-2=5—-4 =1, tj. skup
reSenja sistema je Rs = {(1,2)}.
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r + y + =z = 6
b) 2¢ 4+ 3y — 2z = 2,
3r — oy =1

MnoZenjem prve jednacine sa —2 i dodavanjem drugoj jednacini, a potom mnoZenjem prve jednacine sa —3 i dodavanjem
trecoj jednacini dobija se

r + y + z = 6 r + y + z = 6
2z + 3y — 2z = 2 & y — 4z = -10.
3r — y =1 - 4y - 3z = 17
MnoZenjem druge jednacine sa 4 i dodavanjem trecoj jednacini, dobija se
T + Yy + z = 6
y — 4z = -10.
- 192 = =57

Dobijen je trougaoni oblik iz kojeg se iS¢itavaju reSenja. Iz treée jednacine sledi da je z = 3. Zamenom u drugu jednacinu
dobija se y = =10+ 4 -3 = 2, a zamenom u prvu = 6 — 2 — 3 = 1, tj. skup reSenja sistema je Rs = {(1,2,3)}.

Resavanje sistema pomocéu determinanti

Determinante se mogu primeniti samo za reSavanje kvadratnih sistema. Determinanta sistema S sa n promenljivih i n
nepoznatih je:

ail a2 N A1n,

a1 as2 . a2n
Dg =

apl Ap2 ... Qpp

Kramerovo pravilo: Ako je determinanta kvadratnog sistema linearnih jednac¢ina Dg # 0, sistem odreden i njegovo
jedinstveno reSenje je:

D, D, D,
(l.laxQ;"'uxn):( 1 2 n)?

Ds’ Ds’ " D
gde je
ai; ... ay-1) b1 aiigr) - G
a1 e ag(;i—1 b2 A2(j+1 e a9
D,, = S I R=R SO0 R
An1 -+ QGp(i—1) bn An(i+1) --- Qnn

Ako je Dg = 0 sistem je nemogu¢ ili neodreden. U tom slu¢aju se moramo vratiti na Gausov postupak i na taj nacin
odrediti kakav je tacno sistem.
Za homogen kvadratni sistem linearnih jednacina S vazi:
e Dg # 0, sistem ima samo trivijalno reSenje;
e Dg =0, sistem je neodreden.

Primer: Kramerovim pravilom, resiti sistem linearnih jednacina

20 — y = 8
2) 3z + 2y = -2
Kako je
p.=> ! =44+3=T7#0
s 3 2 - - 9
8 —1
Dp=| , Hl=16-2=14,
2 8
Dy=l|3 _o|=—4-24=-28,
dobija se
D, 14 D 28
= = — = 2 1 = 72/ = —— = —4
D, 7 YT, T 7 ’
tj. skup reSenja datog sistema je Ry = {(2,—4)}.
2 — Ty + =z = -8
b) 3z - z = 1
2z 4+ by + 5z = 0

Kako je
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2 —7 1|2 -7
Dy=13 0 —1|3 0 =0+144+15—0-+10+ 105 = 144 # 0,
2 5 52 5
8 -7 1|-8 -7
Dy=| 1 0 -1 1 0 =04+0+4+5-0—40+35=0,
0 5 5 0 5
29 -8 1|2 -8
Dy=[3 1 —1/3 1 =104+16+0—2—0+120 = 144,
2 52 0
2 -7 —8l2 -7
D.=1[3 0 13 0 =0-14—120-0-10—0= —144,
2 5 02
dobija se
D O Dy 144
YT, T YT D, T 1
D, 144
1 = —_— = —— = —
)y 144 )

j. skup resenja datog sistema je Ry = {(0,1,—1)}.
ZADACI

(1) Resiti sledece sisteme linearnih jednaéina:

z + 3y — Hz = 6
(a) 2z + z = 3;
3r 4+ 3y — 4z = 9
3r + 3y — bz = 6
(b) 2¢ + 2y + =z = 3;
3r + 3y — 4z = 9
x + y = 6
(© 20 + y = 9;
dr + 2y = 18
z + vy + z =5
(d) 3r — y + 2z = 1~
r + vy + 2z + 2u = 5
(0) 2t + y — z - u = 0
3r + 2y + 2z 4+ uwu = 5’
-r — Yy 4+ 2z 4+ uwu = 3
2 — Yy 4+ 3z — 2u + 4dv = -1
(f) 42 — 2y + 5z + w + Tw = 2.
20 - Yy + z 4+ 8u + 2v = 1

(2) U zavisnosti od realnog parametra a, diskutovati prirodu reSenja sistem linearnih jednacina

ax + (a—1y + =z =1
r — Yy + az = a
— ay + az = 2

i reSiti ga u slu¢aju neodredenosti.
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(3) U zavisnosti od realnog parametra a, diskutovati prirodu resenja sistem linearnih jednaéina

r + Yy + oz = a
x + (a+l)y + 2z = 2a
r + y + az = -—a

i resiti ga u sluc¢aju neodredenosti.

(4) U zavisnosti od realnog parametra a, diskutovati prirodu reSenja sistem linearnih jednacina

x — 2y + (a+1)z = 3
5r + 2y = 1
ax + 2z = 2

i reSiti ga u slu¢aju neodredenosti.

(5) U zavisnosti od realnog parametra a, diskutovati prirodu resenja sistem linearnih jednaéina

(a—1)z =0
x + (a—1)y =0
y + (a—1)z = 0

i resiti ga.

(6) U zavisnosti od realnih parametara a i b, diskutovati prirodu resenja sistem linearnih jednacina

T + 2y 4+ =z = 3
20 4+ 3y — 3z = b
r + ay + 6z = -2

i reSiti ga u slu¢aju neodredenosti.

(7) U zavisnosti od realnih parametara ai b, diskutovati prirodu reSenja sistem linearnih jednacina

—azx — 3z = 3b
z 4+ (a+1)y = 1
ar — 20 + 4z = =2

i resiti ga u slu¢aju neodredenosti.

(8) U zavisnosti od realnih parametara ai b, diskutovati prirodu reSenja sistem linearnih jednacina

(a—3)x + y — 2z = ab
-2z + 2(a—2)y — 2z = 3b
(a—2)z + 2y = b

i reSiti ga u sluéaju neodredenosti.

ZA VEZBU:IZ SKRIPTE
Zadatak 9.5, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9,
tezi: 9.10, 9.17



