FUNKCIJE

Funkcija f C A x B je binarna relacija kod koje ne postoje dva razli¢ita uredena para sa jednakim prvim komponentama,
tj. za koju vazi

Va,y,2 ((z,y) € f A (z,2) € f=y=2).

originali slike

Uobicajeno je da se umesto (z,y) € f pise y = f ().

Domen (oblast definisanosti) funkcije f je D(f) = {z|3y, (z,y) € f}, tj. skup svih prvih komponenti parova iz f.
Elementi domena se nazivaju originali.

Kodomen (skup vrednosti) funkcije f je K(f) = {y| 3z, (x,y) € f}, tj. skup svih drugih komponenti parova iz f. Elementi
kodomena se nazivaju slike.

Funkcija f iz skupa A u skup B, u oznaci f : A — B, je ona funkcija kod koje je A = D(f), a K(f) C B, tj. ona
funkcija kod koje je skup svih prvih komponenti ta¢no skup A, a skup svih drugih komponenti je podskup skupa B.
A B

N

- ovo jeste funkcija
@ ali nije funkcija A—B

Primer: Neka je A ={1,2,3} 1 B = {a,b}.
hd fl = {(17a

o fo={(1,a

e f5={(1,a), (17 b),(2,a),(3,b)} nije funkcija jer se elemenat 1 € A preslika u dve slike, u @ i u b. Cim nije funkcija
ne moze biti ni f: A — B.

). (2,0), (3,)} jeste [ : A — B;
)

,(2,b)} jeste funkcija ali nije f: A — B jer elemenat 3 € A nema sliku;

Funkcija f : A — B je sirjektivna, (“na”), $to se oznacava sa f: A nay B, ako je K(f) = B, tj. ako se svaki elemenat
skupa B pojavljuje bar jednom kao druga komponenta u f.
Dakle,

f:A™% B ako (MVye B)(Fr e A)y = f(x).
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- jeste funkcija f:A — B,
ali nije “na”

Napomena: Da bi se ispitivala sirjektivnost funkcije nije dovoljno da funkcija bude samo funkcija, neophodno je da bude
funkcija skupa A u skup B.

Primer: Neka je A= {1,2,3} i B = {a,b}.

o fi={(1,a),(2,b),(3,b)} jeste f: A 2% B;

e fo ={(1,a),(2,a),(3,a)} jeste f : A — B, ali nije f : A iy jer se nijedan elemenat skupa A ne preslika u
elemenat b € B;

»na’

o f3={(1,a),(2,a)} jeste funkcija, ali nije f : A — B, pa ne moZe bitini f: A — B .

Funkcija f je injektivna (“1-1”) ako u f ne postoje dva razli¢ita uredena para sa jednakim drugim komponentama.
Dakle,

f je injektivna funkcija ako (Vz,y € D(f)) (f(z) = f(y) =z =vy).

- jeste funkcija,
ali nije “1-1”

Napomena: Da bi se ispitivala injektivnost funkcije dovoljno je da funkcija bude samo funkcija. Injektivnost se moze

ispitivati za bilo kakvu funkciju, a moze i za funkciju skupa A u skup B.
Injektivna funkcija skupa A u skup B se oznacava se f: A Up

Primer: Neka je A ={1,2} i B = {a,b,c}.

n1_1”

o f1={(1,a),(2,b)} jeste f: A — B;
o fo={(1,a),(2,a)} jeste f: A — B, alinije f: A *=3 B jer se oba elemenat skupa A preslikaju u elemenat a € B;
o f3={(1,a)} jeste funkcija i jeste “1-1” iako nije f : A — B .

Funkcija f je bijektivna ako je u isto vreme sirjektivna i injektivna. Bijektivna moZe biti samo funkcija skupa A u skup
B i tada se ona oznacava se f : A 1;1> B.

*na’

Primer: Neka je ,A={1,2,3} i B={a,b,c}.

* = {(1’(1) ’ (276) ) (336)} jeste f: A ”71;1;7 B;

' na”
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o fo={(1,a),(2,a),(3,b)} jeste f : A— B, alinije f: A 1—_1> B. jer nije injektivna posto se elementi 1 i 2 preslikaju
na
u isti elemenat a;

o f3={(1,a)} jeste funkcija ali nije bijekcija jer nije f: A — B .

Primer: Dati su skupovi A = {1,2,3,4,5} i B = {a,b,c}. Proveriti koje od sledecih relacija su funkcije skupa A u skup B, i
ispitati sirjektivnost i injektivnost.

fr=A{1,0a),(2,0),(3,¢),(4,a),(5 )}

fa=A{(1a),(2,0),(3,¢),(4,a),(5,¢), (L) };

fs—{(17a)7(2,a) (3,a),(4,a), (5 a)};
=1{(1,0),(2,0),(3,0),(4,¢), (5,a) };
={(1,0),(2,0),(4,0)}.

ZADACI

(1) Dati su skupovi A = {1,2,3}, B = {a,b,c,d} i relacije:
fr={1,a),(2,0),(3,c),(1,d)},
fo={(1,0),(2,0)},
fa={1,d),(2,a),(3,0)}.

Popuniti tablicu:

fi | fijefunkeija | fi: A— B | fije“1-1" | fi: A 3 B fi: AZS B f;: A =1 B
bil
fa
I3

Da li se mozZe definisati sirjektivna funkcija skupa A u skup B?
(2) Dati su skupovi A = {z,y,z}, B = {1,2} i relacije:

fr=A(z, 1)},

fa=A(,1), (1), (=1},
fo={(z,1),(y, 1), (2,2)}.
fo=A(,1),(y,2),(z,2)}.

Popuniti tablicu:

fi | fije funkeija | fi: A— B | fije“1-1" | fi: A 3 B| fi: A5 B|f;:A = B
fi
f2
f3
fa

Da li se moZe definisati injektivna funkcija skupa A u skup B?
(3) Dati su skupovi A ={1,2,3}, B = {a, b, c} i relacije:

fr={(1,a),(2,0),(3,a)},
fa={(1,a)},

fs ={(1,¢),(2,0),(3,a)}.
fi={10a),(2,0),(3,a)}.

Popuniti tablicu:
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fi | fijetunkeija | fi: A— B | fije 11" | fi: A SV B fii A B f:A S4B
na

fi

fa

f3

fa

ZAKLJUCAK: Za dva kona¢na skupa A i B vazi:
e Card(A) =Card(B) < 3f,f: A E> B;
na

o Card(A) < Card(B) < 3f,f: A =} B;
o Card(A) > Card(B) < 3f,f: A "% B.
Identi¢ka funkcija ig : A — A je definisana sa i4(z) = x.

Ako je inverzna relacija f~! funkcije f takode funkcija onda je f~! inverzna funkcija funkcije f.
Napomena: Inverzna funkcija se definiSe za bilo koju funkciju, ne mora biti funkcija skupa A u skup B.

Primer: Neka je A ={1,2,3}, a B = {z,y, z}.

o Za funkciju fi = {(1,2),(2,9), (3,2)} inverzna funkcija je f~! = {(z,1), (y,2),(2,3)}.
e Funkcija fo = {(1,2),(2,2),(3,2)} nema inverznu funkciju jer inverzna relacije ove funkcije nije funkcija.
Inverzna funkcija funkcije f postoji akko je funkcija f injektivna. Za funkciju f : A — B postoji inverzna funkcija
f~': B — A akko je funkcija f bijektivna.

Neka su A, B i C neprazni skupovi i nekasu f: A — Big: B — C date funkcije. Funkcija go f: A — C definisana
sa (Vz € A) (go f)(z) =g (f (z)) zove se kompozicija funkcija f i g.

Kompozicija injektivnih funkcija je injektivna funkcija.
Kompozicija sirjektivnih funkcija f: A — B i g: B — C je sirjektivna funkcija .
Komporzicija bijektivnih funkcija je bijektivna funkcija.
Neka je funkcija f : A — B bijektivna i neka je f~! njena inverzna funkcija, tada je (Vo € A) f~1 (f (z)) = .
Kompozicija funkcija koje preslikavaju skup A u samog sebe je asocijativna operacija.
Nacini zadavanja funkcija: Neka je na primer A = {1,2,3,4,5} i B = N. Jedna ista funkcija f : A — B moze biti zadata
na vise nadina:

e nabrajanjem elemenata f = {(1,1),(2,4),(3,9),(4,16),(5,25)},

e opisno pomocu drugih poznatih relacija i/ili operacija f = {(z,2?%) |z € A}, tj. f(z) =2, z€ A,

o fo ( 1 2 3 4 5 >7

1 4 9 16 25
e graficki.

Relacija koja je zadata grafi¢ki je funkcija akko svaka prava paralelna sa y-osom sece dati grafik u najvise jednoj tacki.
Funkcija f : R — R je injektivna akko svaka prava paralelna sa x-osom ima najvise jedan presek sa grafikom funkcije.
Funkcija f : R — R je sirjektivna akko svaka prava paralelna sa z-osom ima bar jedan presek sa grafikom funkcije.

Funkcija f : R — R je bijektivna akko svaka prava paralelna sa x-osom ima ta¢no jedan presek sa grafikom funkcije.

ZADACI

(1) Za funkcije f : R — R i g : R — R definisane sa f(x) = 2 + 11 g(x) = 2z, odrediti: fog, gof, fof, gog, f~1i
g~ ! ako postoje.

(2) Za funkcije f: R — R ig: R — R definisane sa f(xz) =1—3z i g(z) =
f~ti ¢! ako postoje.

2 —1

, odrediti: fog, gof, fof,goug,
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(3) Neka su f i g funkcije definisane sa f = ( (Z z ; f:i ) ig= ( Ccl Z 2 zl) Odrediti: fog, gof, fof,gog,
f~ti ¢! ako postoje.
(4) Neka su f i g funkcije definisane sa f = ( ; ? g ) ig= ( ; g) ? ) Odrediti: f=1, g7, fog, (fog)™ "

g~ 1o f71, ako postoje.

(5) Neka je A najveéi podskup skupa R, a B najmanji podskup skupa R za koje je dobro definisana funkcija f : A — B.
Za date funkcije f odrediti skupove A i B i ispitati injektivnost, sirjektivnost.
(a) f(z) =2 -2z -2

(b) f(x) = —22%+ 72— 3;

(© ) = 5
11—z
(@) J@) = 5o

7ZA VEZBU 1Z SKRIPTE:
Primer: 2.1
Zadatak: 2.2, 2.4, 2.5, 2.6, 2.8



