SLOBODNI VEKTORI

Duz AB je skup tacaka koji ¢ine tacke A i B i sve tacke koje se nalaze izmedu tih tac¢aka na pravoj odredenoj sa A i B.
Duz ¢iji se krajevi poklapaju naziva se nulta duz.

Orijentisana duz je duZ kod koje je odredeno Sta je njena pocetna a Sta krajnja tacka. Orijentacija nulte duZi se ne definise

Slobodni nenula vektor je skup svih orijentisanih duZi koje su medusobno podudarne, paralelne i isto orijentisane.
Svaka od tih orijentisanih duzi jeste jedan predstavnik tog slobodnog vektora i zove se vektor.
Slobodni nula vektor je skup svih nultih duzi.

Slobodni vektori se obelezavaju sa a, b, ¢, ...

Vektor ¢ija je pocetna tacka A, a krajnja B obelezava se sa E

Kako je svaki slobodni vektor jednozna¢no odreden sa bilo kojim svojim predstavnikom, tj. vektorom, uobi¢ajeno je da se
poistovete pojam slobodnog vektora i vektora i piSe se @ = A
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Svaki vektror /@ , A # B je odreden svojim pravcem, smerom i intenzitetom.
Pravac vektora E, A # B je odreden pravom na kojoj lezi taj vektor.
Intenzitet vektora AB je duZina duzi AB i oznafava se sa |/@|
Smer vektora E, A # B je od tacke A do tacke B.
Vektor ¢iji je intenzitet jednak jedan naziva se jediniéni vektor.
Ako se A = B, onda je 1@ nula vektor, u oznaci ﬁ ili samo 0. Intenzitet nula vektora je 0, a pravac i smer se ne definisu.

Nenula vektori su jednaki ako su im jednaki pravac, smer i intenzitet.

Primer:

Sl

N

Q
ol

Vektori @ i b imaju isti pravac, a suprotan smer. Vektori @ i d imaju isti pravac, smer i intenzitet, tj. @ = d. Vektori @ i ¢
imaju isti intenzitet, ali razli¢it pravac.
SABIRANJE VEKTORA

Za bilo koje tri tacke vazi:

AB + BC = AC.

PROIZVOD VEKTORA I SKALARA
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Mnozenjem vektora @ # 0 i skalara o # 0, @ € R, dobija se vektor aa &ji je:

(1) pravac isti kao pravac vektora @,

(2) intezitet |ad| = |al|d],

(3) smer isti kao smer vektora @ ako je a > 0, a suprotan ako je a < 0.
Ako je a =0ili @ =0, onda je ad = 0.

—
Suprotan vektor vektoru @ = zﬁ je vektor —a = BA . Suprotni vektori imaju isti pravac i intenzitet, a suprotan smer.

Jedini¢ni vektor koji odgovara vektoru @, dobija se kada se vektor @ pomnoZzi sa recipro¢nom vredno$éu svog intenziteta,

1
tj. jedini¢ni vektor koji odgovara vektoru @ je vektor Tlc?.

|a
Za vektore da, biciskalare a, 8 € R vaze sledeée osobine:
(@+b)+c=d+ (b+0),

[}
e d+0=ad,
® -+ (—d) = 6,
e d+b=0b+4d,
Dakle, (V,+) , gde je V skup svih slobodnih vektora, je Abelova grupa.
o (aB)d = a(5a),

Za dva nenula vektora @ i b kaZe se da su kolinearni akko imaju isti pravac, odnosno ako pripadaju istoj pravoj ili dvema
paralelnim pravama.

Za kolinearne nenula vektore @ i b postoji realni broj « razli¢it od nule tako da je @ = ab.

Za dva nenula vektora @ i b kaze se da su ortogonalni (normalni) akko je ugao izmadu njih prav.
Nula vektor je po definiciji kolinearan sa svakim vektorom i normalan je na svaki vektor.

Za tri nenula vektora d, bi & kaze se da su komplanarni akko su paralelni sa jednom ravni.
Nula vektor je po definiciji komplanaran sa svakim skupom komplanarnih vektora.

Ugao izmedu vektora @ = Wl ib= O@ je ugao <AOB, O je koordinatni pocetak, pri ¢emu se dogovorno uzima da je
X (a, 5) e [0, 7).
SKALARNI PROIZVOD VEKTORA
Skalarni proizvod nenula vektora @ i l_;, u oznaci @ - g, je skalar (broj) definisan sa
@-b=|d||b| cos L@, b).
Kadaje&'inlig:O, tadajed’-gzo.
Osobine skalarnog proizvoda:

® q-
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(Vo € R) @ - b) = (o) - b= @ - (ab),

VEKTORSKI PROIZVOD

Vektorski proizvod nenula vektora @ i b, u oznaci @ X b, je vektor ¢iji je:

(1) pravac normalan na pravce vektora @ i l; tj. d x blaiaxblb.
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(2) intezitet |@ x b| = |@]||b|| sin L@, b)],

—
—

(3) smer takav da vektori a, b, @ x b tim redom ¢ine desni triedar.
Kadaje@':Oiligzo, tadajec‘ixgzo.

Osobine vektorskog proizvoda:
e dxd=0,
o (Va €R)a(@xb)=(ad) xb=a x (ab),
ed|bedxb=0,

—

Ax(b+d)=axb+axeé,

Intenzitet vektorskog proizvoda dva nekolinearna vektora @ i b jednak je povrsini paralelograma konstruisanog nad
tim vektorima, tj. P = |d@ x b|.

MESOVITI PROIZVOD

—
—

MesSoviti proizvod nenula vektora @, b i ¢ u oznaci @ - (b x ¢) je skalarni proizvod vektora @i b x C.

Osobine mesovitog proizvoda:

-,

e G- (bxd)=c-(@xb)=b-(¢xa),

e Nenula vektori @, b i & su komplanarni akko je njihov mesoviti proizvod jednak nuli, tj. @- (b x ¢)=0.

e Apsolutna vrednost meSovitog proizvoda tri nekomplanarna vektora @, b i ¢, jednaka je zapremini paralelopipeda
konstruisanog nad tim vektorima, tj. V =|a- (b x €)|.

ZADACI
(1) Neka su vektori @i b takvi da je |@| = 2, ‘5‘ =1lix (Ei, g) = g Izracunati: @-b, (d’—i— 25) . (Zi— 5) i (Ei - 5) : (EH— 5)
(2) Nadi intenzitet vektora @ = p'— 2¢, ako je |p] =2, |l = V31 < (§,9) = %
(3) Odrediti realan parametar a tako da vektori p = ad + 176 i qg=3ad— b budu uzajamno normalni, ako je |d@| = 2,
‘8‘ —5ia (5,5) =2
(4) Koji ugao obrazuju jedini¢ni vektori @ i b ako su vektori o=@+ 2b i ¢ = 5@ — 4b uzajamno normalni?

bl =5 i

(5) Izracunati povrSinu paralelograma konstruisanog nad vektorima p = 26— a i q = 3d+ 2b ako je lal =

- 5 _m

X (a7 ) =1

(6) Za koje vrednosti realnog parametra k ¢e vektori p = ka + 5b i q
kolinearni?

(7) Izracunati povrsinu trougla odredenog vektorima @ = 17 — 27 i b = 2% + 7, gde je || = 2, || = 31 4 (M, @) = -

— 3@ — b biti kolinearni ako vektori @ i b nisu

VEKTORI U KOORDINATNOM SISTEMU

Dekartov (pravougli) koordinatni sistem u prostoru je odreden:

e ako su date tri prave koje se obi¢no nazivaju z, y i z i svake dve se seku pod pravim uglom u tacki O(0,0,0);
e na svakoj od datih pravih izabran je jedan smer i nazvan pozitivan;
e na pozitivnim smeroima pravih z, y i zsu izabrane tacke F1(1,0,0), E2(0,1,0) i E5(0,0,1) redom

i uvedene oznake 0?1 = ;, (ﬁg = fi 0?3 = k.

Prava x se naziva x-osa ili apscisa.
Prava y se naziva y-osa ili oordinata.
Prava z se naziva z-osa ili aplikata.

Tacka O se naziva koordinatni pocetak.
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Vektori (Z, f, E) sa koordinatnim pocetkom O, ¢ine desni sistem vektora ili desni triedar, Sto znaci da rotacija vektora i, ka
vektoru j, oko tacke O, u ravni odredenoj vektorima ¢ i j, ima najkraéi put u smeru suprotnom kretanju kazaljke na satu,
gledano sa krajnje tacke vektora k.

‘A0, a5,a3)
H H
: :

—
Svakoj tacki A(a1,as,as) u prostoru odgovara vektor OA ¢ija je pocetna tacka u koordinatnom pocetku O, a krajnja u
tacki A(aq,as,a3) i koji senaziva vektor polozaja tacke A.

Vektor OA mote se razlo¥iti kao zbir tri vektora (slika iznad):
OA — OA, + A, B+ BA = OA, + OA, + 04,
gde je tacka B(a1,asq,0), a tacke Ay, As 1 Aj su projekcije tacke A na z-osu, y-osu i z-osu, redom,
tj. A1 = (a1,0,0), Ay = (0,a2,0) i A3 = (0,0, as).

Kako je OA; = ari, OAy = G/jS OA;z = GBE, sledi da je

— o - .
OA =aii+ azj + ask.

— - 5 - —
Umesto OA = ayi + agj + agk krace se pise OA = (a1, a2, as).

Neka su A(aq,as,a3) i B(by,bs, b3) dve tacke u prostoru ¢iji su vektori poloZzaja (74> = (a1,a2,a3) i O? = (b1, ba, b3), redom.

Tada je
E:E+O?:O?*ﬁ:(blfal,bgfag,bgfag).

Az

Neka je @ = (a1, az, as), b= (b1,ba,b3), €= (c1,¢2,c3) 1 @ € R, tada:

e G =1bakko je a; = by, ap = by i ag = by,



e ad = (Oza1, aaz, Oé(lg),

e i+b= (a1 + b1, a2 + by, a3 + b3),

o @-b=aib + asbs + asbs,

ol = VT F

°
[
axb=
. a; a2 as
® - (b X 5) = b1 b2 b3
C1 C2 C3
ZADACI

1) Za vektore @ = 8i + 2 — 2k i b = 4i — 4] izracunati: |d],
2) Dati su vektori @ = (1,1,1), b= (1,1,0) i ¢=(1,—1,0). Naci vektor & tako da vazi Z-ad =3 i

-
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j, -

| a2 as o a; as |-z ay az e
Gz a3 | =g, beoby |2 b by |F
by b3

= (Qng - a3b2);+ (a3b1 - a1b3)3+ (albg - Qle)E,

-

bl,3G+0b,2a—b,d-baxbi(a,

Hl\?/l

xb=7=C.

3) IzraCunati povrSinu paralelograma konstruisanog nad vektorima p'= 2 + 3; iqg=1—4j.

—

5) Odrediti realan parametar o tako da vektori @ = 2 — 35 ib=qi+ 4;' budu ortoonalni.

(

(2)

(3) 3jiq=i—-4j. o
(4) Izra¢unati zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad vektorima @ = —i +2j —3kib=4i—kicé=—2i+5j — k.
(5)

(6)

6) Dati su vektori @ = (2k — 1,2,k +2),b=(3,k—1,—1)ic=(p,1,3),gdesuk e Rip e R".
(a) Odrediti vrednost parametara k i p tako da vazi d_lbi |¢] = v/26.
(b) Za tako odredene k i p pokazati da su vektori @, b i ¢ komplanarni.

7ZA VEZBU:1Z SKRIPTE
Zadatak 10.12, 10.20, 10.21
Primer: 10.1



