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Neka je V £0, F = (F,+,-) polje, +: V2V, i FxV—YV
binarne operacije. Tada je uredena Cetvorka V :f(V, +, -, F)[vektorski
prostor nad poljem F ako za svako a, b € V i svako o, 8 € F vazi:

Vi: (V,+) je Abelova grupa;
Vo: a(a+ b) = aa+ ab;
Vai: (e +B)a=aa+ fa;
Ve: (aB)a = a(Ba);

Vs: 1-a = a, gde je 1 neutralni element operacije - polja F.

Elementi skupa V su vektori.

Elementi skupa F su skalari.

Operacija + : V2 — V je sabiranje vektora.

Operacija - : F x V — V je mnozenje vektora skalarom.

Neutralni elemenat grupe (V,+) naziva se nula vektor i oznacava sa Q ili
0, a najcesce kada se zna o cemu se radi samo sa 0.



Ako je V vektorski prostor nad poljem F, tada za svako a € F i svako
a e V vazi:

> o-0=0;
> 0-a=0;
> a-a=0<—a=0V a=0;

> (-a)a=—(aa) = a(-a)



Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Tada je uredena cetvorka

W = (W, +,-, F) vektorski potprostor prostora V ako je ) # W C Vi
ako W jeste vektorski prostor nad poljem F u odnosu na restrikcije
operacija sabiranja u V i mnozenja skalara iz F i vektora iz V.

Potprostor je vektorski prostor nad istim poljem kao i polazni vektorski
prostor.

Nula vektor vektorskog prostora je nula vektor svakog njegovog
potprostora.

Svaki vektorski prostor V = ({0},+,-, F) ima bar dva potprostora, tzv.
trivijalna potprostora ({0} ,+,-,F)i (V,+,-, F).

Ako je V = (V,+,-, F) vektorski prostor nad poljem F i () £ W C V,
tada je W = (W, +, -, F) potprostor prostora V akko za svako o, 8 € F
i svako x,y € W vazi

ax+pyeW (liaxe Wix+ye W).
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Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Vektor « ‘{g\’{
/a1a1+a2a2+...+oz,,a,ﬁ /o(a.-l- ls+m

je linearna kombinacija uredene n-torke vektora (a1, az, ..., an) iz

prostora V, gde su a1, a, ..., a, proizvoljni skalari polja F i n € N.

Skup svih linearnih kombinacija n-torke vektora (as, az,. .., a,) prostora

V nad poljem F naziva se lineal n-torke vektora (a1, as,...,a,) i

oznacava se sa L (a1, an,...,a,).

Lineal L (a1, a,...,an) vektora (a1, a2, ..., an) vektorskog prostora V je
potprostor prostora V .



Neka n-torka vektora (ay, ap, ..., a,) je linearno zavisna ako postoje
skalari a1, ap, ..., a, takvi da je bar jedan od njih razli¢it od nule i
aia; +apap + ...+ apa, = 0.

Neka n-torka vektora (ag, as,. .., a,) je linearno nezavisna ako nije

linearno zavisna.

Proizvoljna n-torka vektora (ay, as, ..., a,) je linearno zavisna akko je bar
jedan od njenih vektora linearna kombinacija preostalih.

n-torka vektora (aj, az, ..., an) je linearno nezavisna akko je njena
linearna kombinacija jednaka nuli samo kada su svi skalari jednaki nuli.

n-torka vektora (aj, a2, ..., an) je linearno nezavisna akko se nijedan od
vektora te n-torke ne moze izraziti kao linearna kombinacija preostalih.

Za skup n razlicitih vektora {a;, az, ..., a,} se kaze da je linearno zavisan
ili nezavisan ako je n-torka vektora (aj, az, ..., a,) linearno zavisna,
odnosno nezavisna.
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Uredena n-torka vektora (aj, a2,. .., a,) vektorskog prostora V' generise F: [i,? v 0, 4 &gea
prostor V , tj. generatorna je za V ako se svaki vektor iz V moze //_A—
predstaviti kao linearna kombinacija n-torke vektora (ay, a, ..., a,), tj.

ako je L (a1, az,...,a,) = V. %A%/Ay

Uredena n-torka vektora B = (a1, a2, ..., an) vektorskog prostora V je

baza prostora V ako je B linearno nezavisna n-torka vektora i generise l

LIN. NEEN 1S

prostor V .

Uredena n-torka vektora B = (a1, ap, ..., a,) vektorskog prostora V je
baza prostora V akko se svaki vektor prostora V na jedinstven nacin
moze predstaviti kao linearna kombinacija vektora iz B.

Uredena n-torka vektora B = (aj, az, ..., a,) vektorskog prostora V je
baza prostora V akko je ona maksimalno linearno nezavisna n-torka

vektora u V .

Uredena n-torka vektora B = (ay, az,. .., a,) vektorskog prostora V je & [V) —
_bgg prostora V akko je ona minimalna generatorna n-torka vektora u V W
e e e e
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Proizvoljne dve baze A = (a1, a0,...,a,) i B = (b1, ba,...,bp) 'L;('lowo)
]

vektorskog prostora V imaju isti broj vektora, tj. n = m, i taj broj se ?: (01,0
naziva dimenzija vektorskog prostora V i pise dim (V) = n. ]2 . l)

. . . = (2%
Dimenzija prostora ({0}, +,-, F) je 0. o
U ovim sluéajevima kazemo da su vektorski prostori RLELN
konaéno-dimenzionalni. S 2 VAo rA

Za beskonaéno-dimenzionalni prostor V je dim (V) = . [ )
VI

Nula vektor nista ne generiSe osim samog nula vektora i nula prostora, te

[N
za svaki skup vektora vazi L (a1, a2,...,an,0) = L(a1,a2,...,an). LU ‘atoo))
W
Svaki skup vektora koji sadrzi nula vektor je linearno zavisan.
(o) (1)
1
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Vazni primeri vektorskih prostora: /R - (/E 0 /E)

1. Realan Euklidov prostor R" = (R", +,-,R) uredenih n-torki realnih
brojeva nar poljem realnih brojeva gde su operacije sabiranja vektora
+ :R"” x R" — R" i mnozenja vektora skalarom - : R x R" — R"
definisane sa:

(313325"'san)+(b17b2a"'abn) = (al+bl~,32+b2a"'aan+bn)7
alay, a,...,a,) = (aay,aa,...,aa,).

Najvaznija baza ovog n-dimenzionalnog prostora je standardna baza

by=(11,...,1), by=(0,1,...,1), ..., by=(0,0,...,1) .



2. Q" =(Q",+,-,Q) n-dimenzionalni vektorski prostor sa
standardnom bazom E = (e, e, ..., €,) gde je

e =(10,...,0), e&=(0,1,...,0), ..., e,=(0,0,...,1) .

3. R = (R™, 4, -{Q) beskonaéno-dimenzionalni vektorski prostor. Q"
j j it tor.
Je njegov potprostor [1,0—, ﬁ) - 1_(/,0' o) ¥, 10)+ _ [o‘o, ,J
I ci

4. C" = (C",+,-|C) n-dimenzionalni vektorski prostor sa standardnom

bazom E = (ey,e,...,€,) gde je
e =(10,...,0), e=(0,1,...,0), ..., e, =(0,0,...,1) .

(4 3,6) = o lie tfo0)+ Olo04)



2n-dimenzionalni vektorski prostor sa
standardnom bazom E = (é1.€], &, €, ..., €, €,) gde je

g]_:(]_.O,...,O), el ( O)
€ = 0717"'70)7 (O,l,...,O)7

&=(0,0,...,1), &=(0,0,....i)

1) -2 (1,00 r({ﬂ) 3 o9 1)
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6. Vektorski prostor realnih polinoma nad poljem realnih brojeva
R [x] = (R[x],+,,R) gde su operacije sabiranja vektora i
mnozenja vektora skalarom poznate operacije sabiranja polinoma i
mnozenja polinoma skalarom. Ovaj vektorski prostor je
beskonacno-dimenzionalan sa standardnom bazom koju cine vektori:

XO:(1)7 Xl:(0’1)7 X2:(07071)7 X3:(0’07071)7

7. Vektorski prostor realnih funkcija nad poljem realnih brojeva
RE = (RR,EB,(D,R) gde je RR = {f | f : R — R}, a operacije
®:RRx RR — RRi ®: Rx RR — RFR su definisane sa:

VxeR, (fog)(x) = f(x)+g(x), f,geRRk,
VxeR, (AOf)(x) = A f(x), f € RR

Ovo je beskonalno-dimenzionalni vektorski prostor.

8. Skup neprekidnih realnih funkcija C (R) = {f € RR | f} je
neprekidna funkcija sa restrikcijama operacija iz prethodnog primera
je beskonaéno-dimenzionalni potprostor prostor R¥.



9. Za skup slobodnih vektora V' i operacije sabiranja slobodnih vektora
i mnozenja slobodnih vektora skalarem uredena cetvorka
V = (V,+,-,R) je vektorski prostor nad poljem realnih brojeva.
Ovaj vektorski prostor je dimenzije 3, a njegova standardna baza je
(/j_/j E) Svaka dva vektora ove baze su ortogonalna i svaki je duzine
1. Vektorski prostor slobodnih vektora je izomorfan sa vektorskim
prostorom R3 pa ove prostore poistovec¢ujemo. Izomorfizam je:

0:V—R3 (a7+ ﬂf—i— 7/?) = ae; + fexy + ve3 = (o, ,7).

R v k)
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\R Dakle, da istaknemo jos jednom: 42A
]
» Ako je broj vektora jednak dimenziji vektorskog prostora da bi oni Lol VEE
¢inili bazu dovoljno je da se pokaze samo da su linearno nezavisni ili ~
samo da su generatorni, nije potrebno dokazivati oba. £ EWERA b

» Ako je broj vektora veéi od dimenzije vektorskog prostora, oni su
uvek zavisni.

» Ako su vektori generatorni za neki vektorski prostor, njihov broj je
vedi ili jednak od dimenzije tog prostora.

(=2 (1)
Ako su vektori linearno nezavisni u nekom vektorskom prostoru,
njihov broj je manji ili jednak od dimenzije tog prostora.

» Ako su vektori linearno zavisni u nekom vektorskom prostoru, njihov
broj je neodre]en u odnosu na dimenziju tog prostora.

n
L LIN -3
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Svaki vektor a; = (a1;, a2i, - . ., ami) € R" moZze se zapisati kao matrica

kolona, tj. a=(012,3)
ai; b= (0, 2,6)
aj , -
aj = . y ce (S >
amj /:f 0 Z
: e MT/ P 3 Y
a matrica [ay], ., se tada zapisuje kao —
c
iy () = drue(v)

any dano aon
=[al| al ...| a].

dml dAm2 --- dmn

Rang matrice jednak je dimenziji vektorskog prostora generisanog
vektorima kolona te matrice.

Dakle, vektori se upisu u matricu kao kolone (posto se svaki vektor moze
zapisati kao matrica kolone) i na taj nacin se dobije matrica &iji rang
moze da se izrauna. Taj rang jednak je dimenziji vektorskog prostora
generisanog datim vektorima.






Primer:

» n-torka linearno nezavisnih vektora u n-dimenzionalnom vektorskom
prostoru je baza tog prostora: NE

» generatorna n-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom
prostoru je baza tog prostora: @ NE

» n-torka linearno nezavisnih vektora u n-dimenzionalnom vektorskom
prostoru je za taj prostor:

@ uvek generatorna, b) nikad generatorna,

c) nekad generatorna.

» generatorna n-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom
prostoru je za taj prostor:

@ uvek linearno nezavisna, b) nikad linearno nezavisna,

c) nekad linearno nezavisna.



32
» (n+ 1)-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru je: m

a) uvek linearno nezavisna, @ uvek linearno zavisna, (I‘o,@)
. . . . i
c) nekad linearno nezavisna a nekad linearno zavisna. (0, 2)
(0,01
» n-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru je:
a) uvek linearno nezavisna, b) uvek linearno zavisna, ([ I
'1
@ nekad linearno nezavisna a nekad linearno zavisna. (2,2 Z)
‘
» (n — 1)-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru je: (3 3,3)

a) uvek linearno nezavisna, b) uvek linearno zavisna,

@ nekad linearno nezavisna a nekad linearno zavisna.



» (n+ 1)-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru je:

a) uvek generatorna, b) nikad generatorna,

@ nekad generatorna.
» n-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru je:

a) uvek generatorna, b) nikad generatorna,

@ nekad generatorna.

» (n— 1)-torka vektora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru je:

a) uvek generatorna, @ nikad generatorna,

c) nekad generatorna.
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