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Polinom nad proizvoljnim poljem F = (F, +,-) je uredena k-torka
elemenata tog polja kod koje je poslednja komponenta razlicita od “nule”
polja, tj. polinom je

p:(aOaal7aZa"'7an)a nEN, aiEFa a,,;éO.

» a,.a,_1,...,a su koeficijenti polinoma;

» 3, je slobodan clan polinoma;

» a, je vodeci koeficijent;

» ako je a, = 1 polinom je normiran (normalizovan);

> n= deg(p) je stepen polinoma p;

» ako je n=01i ag # 0, onda je p konstantan polinom nultog
stepena.

» zan=20iag =0 polinom p je nula polinom. Stepen nula polinoma

nije definisan.
» F [x] je skup svih polinoma nad poljem F.

» (F[x],+,") je komutativan prsten sa jedinicom, gde su + i -
sabiranje i mnozenje polinoma.



Polinomu p = (ap, a1, a2, - . ., a,) nad poljem F jednoznaéno odgovara
polinomski izraz

p(x) = anx" + ap_1x" 1+ ...+ a1x + ap,

tj. svaki polinom se moze poistovetiti sa odgovaraju¢im polinomskim
izrazom (iako su to formalno razliciti pojmovi) pa je uobicajeno da se za
polinomski izraz p(x) = a,x" + a,_1x" "1 + ... + a;x + ag, kaze da je
polinom.

Polinomska funkcija je funkcija definisana polinomskim izrazom, tj.
funkcija

p: F— F/p(x) :”+a,,_1x"_1+...+alx ao.J/a;i € F.

Polinomska funkcija se u opstem slucaju ne moze poistovetiti sa
polinomom jer u slucaju konaénih polja razli¢itim polinomima odgovaraju
iste polinomske funkcije. U slucaju beskonacnih polja postoji uzajamno
jednoznacna korespodencija izmedu polinoma i polinomskih funkcija, pa
se u tom slicaju moze koristiti naziv polinom i za polinomsku funkciju.
Kako ¢e ovde biti re¢i samo o polinomima nad konaénim poljima za
polinomsku funkciju ée biti koris¢en termin polinom.



Dva nenula polinoma su jednaka akko su istog stepena i ako su im
koeficijenti uz odgovarajuce stepene jednaki.

Sabiranje polinoma
Neka su p(x) i g(x) nenula polinomi takvi da je deg(p(x)) = n'i
deg(qg(x)) = m. Sabiranje polinoma p(x) i g(x) vrsi se tako 5to se
koeficijenti uz iste stepene promenljive saberu. Stepen polinoma
p(x) + q(x) je

deg(p(x) + a(x)) < max{n, m}.
Zbir nula polinoma i polinoma p(x) jeste polinom p(x).

Mnozenje polinoma

Neka su p(x) i g(x) nenula polinomi takvi da je deg(p(x)) = n'i
deg(q(x)) = m. Proizvod polinoma p(x) i q(x) vrsi se tako Sto se
pomnoze svi sabirci polimoma p(x) sa svim sabircima polinoma g(x).
Stepen polinoma p(x) - q(x) je

deg(p(x) - q(x)) = n+m.

Proizvod nula polinoma i polinoma p(x) je nula polinom.



Deljenje polinoma

Neka su p(x) i g(x) nenula polinomi takvi da je deg(p(x)) = ni
deg(q(x)) = m, gde je n > m.; Tada postoje jedinstveni polinomi s(x) i
r(x), tako da je

p(x) = q(x)s(x) + r(x),

gde je deg(r(x)) < deg(q(x)) ili je r(x) = 0. Ako je r(x) =0, tada je
polinom p(x) deljiv polinomom g(x), tj. polinom g(x) deli polinom p(x),
i to se zapisuje q(x) | p(x).

Polinom s(x) naziva se koli¢nik, a r(x) ostatak pri deljenju polinoma
p(x) polinomom ¢(x).

Deljenje polinoma cesto se pise i u obliku

7:5()()4_7

p(x) r(x)
q(x) q(x)’

Koliénik pri deljenju nula polinoma p(x) sa proizvoljnim nenula
polinomom ¢g(x) je nula polinom.
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Primer: Odrediti kolicnik s(x) i ostatak r(x) pri deljenju polinoma
p(x) = x>+ x* — 2x + 1 polinomom g(x) = x> — x + 2.
(C+xt—2x+1): (¥ —x+2)=x>+2x>—14
———
—(x® = x* +2x%) kolicnik
2x* —2x —2x +1
—(2x* —2x3 + 4x?)

—4x? —2x+1
—(—4x* + 4x — 8)
—6x+9
N——
ostatak

Polinom s(x) = x3 + 2x2? — 4 je koli¢nik, a r(x) = —6x + 9 je ostatak pri
deljenju p(x) sa g(x). Odnosno,

= xX34+2x2 -4+

(x)
p(x) _ X +xt—2x+1 —6x+0
() —X+2 X2—X+2.



Najveéi zajednicki delilac (NZD) polinoma je polinom najveceg stepena
koji ih deli.

Za polinome ¢&iji je NZD jednak 1 kaze se da su uzajamno prosti.

Za proizvoljne nenula polinome p i g postoji NZD. On je jedinstven do
na multiplikativnu konstantu, tj. ako je NZD (p, q) = d tada je i ad,

a # 0 takode NZD (p, q).

NZD se odreduje pomoc¢u Euklidovog algoritma.



Primer: Odrediti NZD polinoma p(x) = x* + x3 — 7x> = x +6 i
q(x) = x3+2x% — x - 2.

Prvo se podeli polinom p(x) polinomom g(x)
(x*+x3—7x> —x+6): (x3+2x> = x—-2)=x—1

——
—(x* +2x3 — x2 — 2x) koliénik
—x3—6x>+x+6
—(—x3—2x2+x+2)
—4x% 4 4
—_———
ostatak

Zatim se, posto je ostatak 4x2 + 4 razli¢it od nule, podeli delioc (u ovom
slucaju g(x)) sa ostatkom.



C+2x2 —x—2): (—4x>+4) = —ix— =

—(x*—x) kolienik
2x2 —2
—(2x% -2)

0
—~~

ostatak

Kako je sad ostatak jednak 0 sledi da je NZD(p, q) = —4x? + 4
(poslednji ostatak razli¢it od nule).



Bezuova teorema: Ostatak pri deljenju polinoma p(x), deg(p(x)) > 0, yj[)()
polinomom x — « je p(a), tj. vrednost polinoma p(x) u tacki a. X~

/)(X) Primer: Odrediti ostatak pri deljenju polinoma V)(, )
A
X~ p(x) = —x*+2x3—x+1 F(x)
f) (4\ polinomom x — 1 i polinomom x + 2. X=3 Y
Primenom Bezuove teoreme ostatak pri deljenju polinoma p(x) ———— "“——

P()( ) polinomom x — 1 je /f)(?)) ?Q[’f)

pl=-1*+2-13-14+1=1. K+ 1
X+’L - f{.i)
— Analogno, ostatak pri deljenju polinoma p(x) polinomom x + 2 je
/}D(—Z) p(=2) = —(=2)* +2- (=2)° = (=2) + 1 = —29.

X —o

P ——



Hornerova sema: Pri deljenju polinoma n-tog stepena
P(x) = anx" + ap_1x" 4+ ...+ aix+ay, neN,

polinomom x — a, dobija se koli¢nik s(x) = b,_1x" "1 + ...+ bix + bg
stepena n — 1 i ostatak r, pri Cemu je

bn—l = ap, bn_2 = ab,,_l + Ap—1y.--, bo = Oébl + ai, r = Oébo + ag.

Ovaj rezultat se zapisuje u obliku sledece Seme koja se zove Hornerova
sema.

| dn an—1 an—2 e ai o

« an Oéb,.,_]_ +an_1 O[b,.,_2 +ap_o ce O[b]_ + a Oébo + ag
I I I I I
bn—l bn—2 bn—3 e bO r

i polinom p(x) se moze zapisati u obliku

p(x) =anx"+...+aix+ap=(x—a)- (bp_1x" 4+ ...+ bix+by) +r.



Primer: Odrediti koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma /0[/()
X~

P(x) =03 42 2x L1

P) <S-Fr~4 4/
=2

polinomom
Deljenjem polinoma:

(Bx3 +x%2 —2x +1): (x —2) =3x> + 7x + 12,
—(3x3 — 6x?) 2
TT-2+1 x{n) 12

SR e e

—(12x — 24) I 2y
A

dobija se koli¢nik 3x? 4+ 7x + 12 i ostatak 25.



Trazeni koli¢nik i ostatak mogu se dobiti i primenom Hornerove seme.

|3 1 -2 1

213 7 12 [25]

[ [
by b by R

Deli se polinom treceg stepena polinomom prvog stepena, tako da je
kolicnik kvadratni polinom ¢€iji su koeficijenti by, by i by. Koliénik je
3x2 4+ 7x + 12, ostatak je R =25.

Ostatak se moze dobiti i primenom Bezuove teoreme, kao vrednost
polinoma za x = 2, ali na taj nacin se ne dobija kolicnik. Ostatak je
P(2)=3-23+22-2.2+1=25



P(x}; 3+~ X+ 7) ti2=3
/]

0 2. -1 4 ?:@'37“7
3

y){x) :()«+4)(3X—Z’—3 )<2+O<~Q> + i



Nula ili koren polinoma p € F [x] je nula odgovarajuée polinomske
funkcije, tj. svako a € F za koji vazi da je p(«) = 0.

Elemenat o € F je koren (nula) polinoma p # 0, deg(p) = n > 1 akko je
polinom p(x) deljiv polinomom (x — «),

Elemenat o € F je nula (koren) reda k ( k € N) polinoma p € F [x]
akko je polinom p(x) deljiv sa (x — ), a nije deljiv sa (x — a)**1. Za
nulu reda k > 1 kaze se da je viSestruka, a nula reda k =1 je
jednostruka.

Primer: U polinomu(p(x) = (x — 5)3(x + 2)*)broj 5 je koren reda 3
(trostruki koren), a broj —2 je koren reda 4{cetvorostruki koren)

Polinom n-tog stepena, n € N, ima tacno n korena u skupu kompleksnih
brojeva C, pri éemu se svaki koren rac¢una onoliko puta kolika mu je
viéestrukost

WX ‘)(” (ﬁ*iﬁ

_4 —2



Faktorisati polinom p(x) koji je n-tog stepena, n € N, nad poljem

kompleksnih brojeva znaci napisati ga u obliku ’[YX] = (fa‘&p {)H‘ 1)
C e
|

p(x) = an(x —x1)(x = x2) - -+ (x = xn),

() =0 (x%+3
Plx) #zd(ig)

gde su x1, xp, . . ., X, koreni polinoma (x).

Neka je p polinom nad poljem R ( polinom sa realnim koeficijentima) i , .
neka je a koren polinoma p, tada je i konjugovani broj @ takode koren - ( X7‘> 0(’ I 'J/M'%)
polinoma p. ,)L/L;/g =0/ THh X=IR'
Faktorisati polinom p(x) koji je n-tog stepena, n € N, nad poljem wod_C
realnih brojeva znaéi napisati ga kao proizvod polinoma prvog stepena

i/ili polinoma drugog stepena koji nemaju realne korene. Dakle, ¢inioci su

polinomi oblika ax + b i/ili cx®> + dx +e, d®> —4ce < 0za a,b,c,d,e €R

Dakle, u faktorizaciji polinoma nad poljem kompleksnih brojeva osim
vodeéeg koeficijenta mogu se pojaviti iskljuéivo polinomi prvog stepena,
dok se nad poljem realnih brojeva osim vodecéeg koeficijenta mogu
pojaviti polinomi prvog stepena i oni polinomi drugog stepena koji
nemaju realne nule.



b

Teorema o racionalnim korenima: Neka je = racionalan broj, gde su
p € Z i q € N uzajamno prosti brojevi i neka su koeficijenti polinoma

=)

p(x) =lax" + ap_1x" V4. 4 ax @
3

celi brojevi, pri Cemu je a, - ag # 0. Tada, ako je = koren polinoma p(x),
onda E}Qeli slobodan ¢lan ag (tj. Mgo), a g, deli koeficijent uz najvedi
stepen (tj. \@lan).

/Lm,ﬂi
e
W\ O



Vijetove formule
Ako su x1, o, ..., x, nule polinoma

p(x) = anx" + ap_1x" 1+ ...+ ayx + ap,

tada vazi:
ap—1
X1+xXo+...+X, = ——7,
an
apn—2
X1X2 +X1X3 + ...+ Xp—1Xn = 5
an
ao
x1X2...x, = (=1)"—

an



Specijalno:
» za polinom drugog stepena

P(x) = axx® + aix + ao,

vazi:
ai
x1t+x = ——,
ar
ag
X1X2 = )
ar

gde su x; i xo nule datog polinoma.
» za polinom treceg stepena

P(x) = a3x® + axx® + a1 x + ao,

vazi:

a
xX1t+x+x3 = ——,

as

ai
X1X2 + X1X3 + XoX3 = —

as

ao

X1XoX3 = ——,

as

gde su xq, x2 i x3 nule datog polinoma.



Racionalna funkcija

Funkcija r : R — R definisana sa r(x) = PEX; gde su p(x) i g(x)
q(x
nenula polinomi nad poljem realnih brojeva, naziva se racionalna

funkcija.

Racionalne funkcije se dele na prave i neprave. Prava racionalna funkcija
je ona kod koje je deg(p(x)) < deg(q(x)), a neprava ona kod koje je
deg(p(x)) = deg(q(x)).

Primer:

r(x) = 3);2:_ 3 je prava racionalna funkcija;
6
r(x) = X +1 je neprava racionalna funkcija;
X —
r(x) = X~ je neprava racionalna funkcija.
x+9 R
(Fec) s (r =K ex by e Lk
~ (Y Mo VO
T wac X A ) - ‘ﬁ)ﬂ/ )44 L
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Svaka neprava racionalna funkcija moze se napisati kao zbir polinoma i
prave racionalne funkcije ili samo polinoma.
Prave racionalne funkcije oblika

A . Bx+ C
| )
(x—ak = (Z+pctaq)m

gde A,B,C,a,p,q € R, k,me Ni p?—4q < 0, nazivaju se parcijalni
razlomci.

Svaka prava racionalna funkcija moze se predstaviti u obliku zbira
parcijalnih razlomaka.



Rastavljanje racionalne funkcije na parcijalne razlomke

» Ukoliko je racionalna funkcija neprava vrsi se deljenje polinoma u
brojiocu sa polinomom u imeniocu. Nakon deljenja dobija se
polinom ili zbir polinoma i prave racionalne funkcije.

» Faktorise se polinom u imeniocu prave racionalne funkcije nad
poljem realnih brojeva (faktori su linearni ili kvadratni koji nemaju
realne nule).

» Prava racionalna funkcija rastavlja se na zbir parcijalnih
razlomaka. Posmatraju se faktori imenioca prave racionalne
funkcije.

> Faktor oblika (x — a)* daje sledecih k sabiraka parcijalnih razlomaka
sa konstantama u brojiocima:

Ay Az Ax
x—a (x—a)2 " (x—a)k’

> Faktor oblika (x* 4+ px 4 q)™, p*> — 4q < 0, daje slede¢ih m sabiraka
parcijalnih razlomaka sa opstim linearnim polinomima u brojiocima:
Bix+ G Box 4+ G Bnx 4+ Cn
X2+ px+q (+px+q)2 T (x4 px+q)m




Primer: Na slede¢im pravim racionalnim funkcijama, sa faktorisanim
imeniocima prikazano je kako se vrsi rastavljanje na zbir parcijalnih
razlomaka.

x?>—5x+3 A B C

(x+4)(x — 3)2 _X+4+X—3+(X—3)2’

2x>+4x—-3 A ,B.C
(x+1)x2  x+1 x x*

SR S _Ax+B+ C n D
(x2+8)(x—2)2 x2+4 x-2 (x—2)%

5x* +3x—7 _AX—|—B Cx+D E

CH52(x—7)  x2+5 (152 (x=7)’

2x3+3 A B C Dx+ E

CT1P2+3) x4l x0T Toeray

Nepoznate konstante odreduju se tako Sto se cela jednakost pomnozi sa
imeniocem prave racionalne funkcije i potom se izjednace koeficijenti uz
iste stepene promenljive sa leve i desne strane.
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