Bulova algebra
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Neka je B =(B,+,-,,0,1) uredena Sestorka u kojoj je B neprazan skup,
+ i - dve binarne operacije skupa B, ’ unarna operacija skupa B, a0i 1
dva razlicita elementa (konstante) skupa B. Tada je 5 Bulova algebra
ako za svako a, b, c € B vaze

AKSIOME BULOVE ALGEBRE:

BA1l: komutativnost
at+b=b+a, a-b=b-a
BA2: distributivnost
a-(b+c)=a-b+a-c, a+(b-c)=(a+b) (a+c);
BA3: neutralni element
a+0=a, a-1l=g
BAA4: inverzni element (komplement)

a+a =1 a-ad=0.



U svakoj Bulovoj algebri je broj elemenata oblika 2", n € N. Dakle, ne
postoji Bulova algebra sa na primer 6 elemenata, ve¢ samo sa 2, 4, 8, 16,
... elemenata.

Princip dualnosti: Dva tvrdenja su dualna ako se jedno iz drugog moze
dobiti zamenom svih pojavljovanja +sa -, - sa +, 0sa 1i1lsa0.

Moze se primetiti da su sve aksiome Bulove algebre dualne. Zbog toga ¢e
i sve teorema Bulove algebre biti dualane. To znaci da ako se dokaze
neka teorema time je automatski dokazana i njoj dualna teorema.



OSNOVNE TEOREME BULOVE ALGEBRE B = (B, +,-,,0,1):

BT1: zakon idempotentnosti
ata=a, a-a=a,

BT2: ograni¢enost
a+1l=1 a-0=0;

BT3: apsorbcija
ata-b=a a-(a+b)=g3

BT4:
ata-b=a+b, a-(d+b)=a-b;

BTb5: asocijativnost

(a+b)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c);



BT6: jedinstvenost komplementa
(a+x=1ANa-x=0)=x=4;

BT7: involucja
BTS:

BT9: De Morganovi zakoni

(a+b) =a b, (a-b)=a+b.



Dokaz:

BTl: a+a=a
2 a+0% ata-ad B (ata) (a+d) E (a+2) 1 Fa+3
BT2: a+1=1
a1+ 1)1 1(a+1) B (a+ ) (a+1) Batd 1 LB ard By

BT3: a+a-b=a

a+a-bBé3a-l+a-bBé2a-(l+b)Béla-(b+l)B;Za-lsé3a;

BT4: a+4d -b=a+b

ata b2 (a+a) (a+b) B 1 (a+b) B (a+b) 1 a+b,



BTS5: (a+b)+c=a+(b+c)
(a+b)+cZ((a+b)+c) 12 (a+b)+c) (a+4)

BAI’:BA2(a-(a—}—b)—i—a-c)—i—(a’-(a—i—b)—f—a’-c)

BT3£BA2(a+a-c)+((a’-a—i—a’-b)—l—a’-c)

BAl’Bl3’BA4a+((O+a’ . b)—|—a/-c)

BAI’:BA33+(a’-b+a’-c) Béza—l—a’-(b—l—c) B;4a+(b+c);
BT6: (a+x=1Aa-x=0)=x=4
Neka jea+x=1 A a-x=0.

BA3 BA4 BA2 BA1 .
x =x-1= x-(a+d) E x-a+x-ad =ax+a xZ0+4d x
BA4 BA1 BA2 pp. BA3
= a-d+4d - x=4d a+d x=ad (a+x)=4d 1= 4
!/
BT7: () =a
Iz BA4 sledi

a+d=17Na-d=02d+a=1A3-a=0Z8,=(d);



BTS8: 0/ =1
Iz BT2 i BA3 sledi

0+41=1A0-1=0281-0.

BT9: (a+b) =4 b

(a+b)+a b = ((a+b)+4) ((a+b)+1b)

BAL, BT5 ((a+2a)+b)-(a+(b+ b))

BA1,BT2 BA3

-l | 1-1%1,

1+b) (a+1)

(a+b)-a b PP o @ b)+b-(d 1)
BAL, BT5 (a-8) b +(b-b)- 4
BAY G 0.4 BAL, BT2 040 BA3

Dakle, (a4 b)+a -b' =1 A (a—i—b)-a’-b’:OE—T*g(a—f—b)/:a’-b’.



U Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) relacija <C B? definisana na
sledeci nacin:
Va,be B,a<b<=a+b=5b

je relacija poretka.
Dokaz:
Refleksivnost: Va € B, a < a jer je po BTl a+a=a.

Antisimetricnost: -
a<bANb<a—at+b=bAb+a=a—a=b+a :1a+b:b.

Tranzitivnost:

a<bANb<c=—a+b=bAb+c=c

:>a+c:a+(b+c)B;S(a+b)+c:b+c:c:>a§c.

Kada se govori o relaciji poretka Bulove algebre misli se na ovu relaciju.
Pod Haseovim dijagramom Bulove algebre podrazumeva se Haseov
dijagram ove relacije poretka. U odnosu na nju 0 je najmanji, a 1 najveci
elemenat.



Podalgebra Bulove algebre B = (B, +,-,’,0,1) je svaka Bulova algebra
By = (B1,+,-,,0,1) gde je By C B, a operacije iz By su restrikcije
operacija iz B.

Konstante 0 i 1 u podalgebri By su iste kao konstante 0 i 1 u Bulovoj
algebri B.

Svaka Bulova algebra ima trivijalne podalgebre ({0,1},+,-/,0,1) i
samu sebe.



PRIMERI BULOVIH ALGEBRI:

1. Bulova algebra iskaznog racuna je uredena Sestorka
(I,V,A,],L,T), gdejel ={L, T}igdesuV, Ai] poznate operacije
iskaznog racuna - disjunkcija, konjukcija i negacija. Umesto L, T, V, A'i
| Cesto se koriste redom oznake 0, 1, +, - i .

Relacija poretka < u ovoj algebri je: p < g akko pV q <= g akko
p=q.

Ova Bulova algebra ima smo jednu trivijalnu podalgebru - samu sebe.



2. Bulova algebra “partitivni skup” je uredena Sestorka
(P(A),U,n,,0,A), gde je A proizvoljan neprazan skup, a P (A)
partitivni skup, skupa A.

Relacija poretka < u ovoj algebri je: X < Y akko XU Y =Y akko
XCY.



3. Bulova algebra delitelja broja 30 je uredena Sestorka

3
<D30,NZS NZD, 0,1,30), gde je D3o = {1,2,3,5,6,10,15,301.

Relacija poretka < u ovoj algebri je: x < y akko NZS (x,y) = y akko
x|y.

3
Podalgebre su osim trivijalnih (D30, NZS,NZD, —O, 1,30) i
X
30 L
{1,30},NZS,NZD, ,1,30 jos'i
30
{1,30,2,15} , NZS, NZD, ,1,30
30
{1,30,3,10} , NZS, NZD, ,1,30

3
{1,30,5,6}, NZS, NZD, 0,1,30)



Neka je n prirodan broj razlicit od 1 i neka je D, = {k € N | k | n} (skup
svih delitelja broja n). Uredena Sestorka (D,,, NZS,NZD, 2, 1, n) je
X

Bulova algebra akko je n =p1 - po- ...  pn, gde su p1, p2, ---, Pn
medusobno razliiti prosti brojevi.

18
Primer: Da li je (Dls, NZS,NZD, —, 1, 18) Bulova algebra?
X

Kako je 18 =2 -3 -3 po prethodnom sledi da ovo nije Bulova algebra.
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2. Dokazati da su u svakoj Bulovoj algebri (B, +,-,",0,1) sledeé¢i iskazi

ekvivalentni:
|
()55 (BT (©% +y71
S_A—-\_/

(@ = (o) - M]
I yq=x E g:le%:(mmiwa-

e g

D Yayey i X_*ZS }H—()H—a) =(x'+x) g 4+<7 1

TREY 6, \X% l
. Y\x zmok “a\=t>c‘ﬂ%®=(X'+<ﬂ:* =0
TRefR X =0 Ly D=n'= (gl = xoy

d) xy’ =0.

(éwa?e

ve 2, S
TRASROA CNg T X

x‘;} xyto

”X;ﬁ‘xg
=X (y+y')
= X -
= X

—



(P, N )
BULOVI 1ZRAZI | POLINOMI (a7, 4 T)

g Y r=)
Neka je B = (B, +,-,’,0,1) Bulova algebra

I,o,y.&(\.} eh . L .
, « Konstanta skupa B je proizvoljan elemenat skupa B. Promenljiva
1L, Q'a\ X,2 skupa B je simbol koji se moze zameniti bilo kojim elementom skupa B.
Bulovi izrazi:
Q%()"a 1. Bulove promenljive i Bulove konstante su Bulovi izrazi.
&. R 2. Ako su A i B Bulovi izrazi ondasutoi (A+ B), (A-B), A'i B'.

) I 3. Bulovi izrazi se dobijaju konaénom primenom 1. i 2.
¥ r2 1/2 )
Primer: ((x’ +y) ~z) jeste Bulov izraz, dok x + y’+ nije Bulov izraz.
Monom je promenljiva ili njena negacija.
Primer: x, y, z, u, x', y', 2/, ', ...

Elementarna konjukcija (EK) je konjukcija (proizvod) monoma.

Elemenat 1 Bulove algebre je elementarna konjukcija.

Primer: x, xy’, x'yzu, 1, ...
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Disjunktivna normalna forma (DNF) je disjunkcija (zbir) konacno g K

- — W
mnogo elementarnih konjukcija. —’:M;\ Hl ;)
) Y 21Xy
Primer: xy' + x' + xyz, xy’, 1, Qe xy, \ax
Savrs rna_konjukcija u odnosu na promenljive 3 EoyrK,
X1, X2, ..., Xn Je elementarna konjukcija u kojoj se javlja svaka od tih ¥y 24
promenljivih (negirana ili ne). Z]%
DNFE
Savrsena disjunktivna SDNF) u odnosu na -,
promenljive x1, X2, ..., X, je disjunktivna normalna forma u kojoj a T, gx;:ry(

uCestvuju samo (razlicite) savrsene elementarne konjukcije u odnosu na
te promenljive.

r;\%ka 2+

Primer: xyz + x'yz + x'y’z je SDNF u odnosu na promenljive x, y, z

Analogno se definisu-etementadna disjunkcija (ED njuktivna normalna
forma (KNF), savrsena elementadna disjun
normalna férma (SKNF).

ja | savrsena konjuktivna
Svaki Bulov izraz se moze svesti na DNF i

nisu jedinstveno odredeni.

SDNF I/S‘K'ﬁ: su jedinstveno odredeni u odnosu na zadati skup

promenljivih koje se pojavljuju u izrazu.

F i pri tome DNF i KI(F



OPIS POSTUPKA NALAZENJA DNF | SDNF:

1. Koriste¢i De Morganove zakone (BT9) i zakon involucije (BT7)
oslobada se delovanja komplementa na izraze u zagradama, tako da se
dobije izraz kod kog komplement deluje samo na promenljive.

2. Koristedi distributivnost operacije - prema operaciji + izraz se dovodi
na oblik zbira konjukcija.

3. Koristeci zakone aa = a, aa’ = 0i a+ 0 = a i uklanjaju’i visestruka
pojavljivanja jedne promenljive u jednoj konjukciji dobija se izraz u obliku
DNF.

4. Da bi se od (bilo koje) DNF dobila SDNF svaku elementarnu
konjukciju treba po potrebi prosiriti promenljivama koje se u njoj ne
pojavljuju.

5. Na kraju se samo jos koriste¢i idempotentnost uklone sve savrsene
elementarne konjukcije koje se u zbiru pojavljuju vise puta.



(A 6) = al+b
I- ) 353 24 Xz[ 2! (0+b) S
\w%l X + | 2 ‘).:ﬂ
Z-r ) 9;4/)(2(% w
L= h-a=0
><+5;1) }*XZI% )
& ww{ Ha A= OAta
47 La =00
s = Lrngriddy o DNF
SR wike = X\'l z 4+ A 3%4—%@%'

- aafa )2 ¥ (X VY %Xa}
= y_?&_agJ(Xa?m—%a’c*Xﬁ \'Xa%
= Ry T2 v Xy ¢ SDUF



Primer: | = (x-(y' +2')) - z+ x'y'Z

1. Koriste¢i De Morganove zakone

((a+b) =4a -, (a-b) =a +b.)izakon involucije ((a')' = a;)
oslobadamo se delovanja komplementa na izraze u zagradama, tako da se
dobije izraz kod kog komplement deluje samo na promenljive.

I = (x/ +(/ + z/)/) 2+ Xy'Z =X +yz) - z+ Xy 7.

2. Koristedi distributivnost operacije - prema operaciji + izraz se dovodi
na oblik zbira konjukcija.

| =x'z+yzz+x'y' 7.

3. Koristec¢i zakone aa = a, aa’ = 0i a+ 0 = a i uklanjaju’i visestruka
pojavljivanja jedne promenljive u jednoj konjukciji dobija se izraz u obliku
DNF

l=x'z+yz+xy'Z.



4. Da bi se od (bilo koje) DNF dobila SDNF svaku elementarnu
konjukciju treba po potrebi prosiriti promenljivama koje se u njoj ne
pojavljuju

O/

I=xX(y+y)z+(x+xX)yz+xXy'Z =X yz+ Xy z4+xyz+x'yz+x'y' 7.

5. Na kraju se samo jos koriste¢i idempotentnost uklone sve savrsene
elementarne konjukcije koje se u zbiru pojavljuju vise puta

I =xyz+ Xy z+xyz+xXy'Z.



1. Svesti na DNF i SDNF slede¢e Bulove izraze:
L1 h=x(y'2)" DN

j, :x{a‘s)]:x(% F2) :)X//__M

= Xa-m»x»mz' = xg(zf+z‘>+ X(;ﬁg(')%)

= Ky T4ny oY i Y J(xa'%'

ShgExyr x| osowr




12 h=z(x+y)+y’ DN =

N e i
Z )(-/l‘.}k + /\'%A% + 4'3l-4
= %Yy (e )5%4 x*)\‘)gf (2+2!)
X %xm_ywﬁg%)r EZ_J’XZI% J,Xg%wjg%

CDN T-



13 b=(x+y'z)(y+2');

0
Ti= (xxg2)(y+d) s XYy+u2ls ﬁ'%+ ‘%
3 g2 = XY fa=" 4
= Y xR kO%kZK\Oc x%+><%‘4—o4—o
= \éw%'@ = XY X3

DNF
ya(wr%))rxg]»ra\%—
/f‘gﬁ%%_a_% 4»‘_34 +X;l%
= Xg Ty 2 FW‘%
_ < ///
An k=4 é/

%////



14 Ih=("4y) +y'z DN

\ \
(%\Jrgp iy = m
*5“”4% = xy () (X \g
j/ A(xa& +ﬂ+ K Z%
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15 I =(x+y) (x/'); Yoy

Te= | wa\ %\\_ X. (X\‘\’&)
gt gl o e

™ o8 T wrwer 4y Ty

< W y'e4?) cxg’%w%r%’



16 s =y(x+yz);



1.7 L=(Kx+y)(xX' +y)z



BULOVE FUNKCIJE
Bulova funkcija od n promenljivih je svako preslikavanje f : B" — B.

W
%"hﬂﬂf] —a holY Na dalje ¢e se posmatrati samo Bulove funkcije definisane na
dvoelementnoj Bulovoj algebri ({0,1},+,-,,0,1).

Svaki Bulov izraz jednoznaéno odreduje Bulovu funkciju, a jednoj Bulovoj

funkciji odgovara vise (beskonacno mnogo) ekvivalentnih Bulovih izraza.

Ako je f (xi,...,x,) Bulova funkcija, definisana na dvoelementnoj
Bulovoj algebri ({0,1},+,+,”,0,1), tada se SDNF (SKNF) mogu
konstruisati na sledeéi nacin:

> Fan, ., o) X0t X,

(a,...,an)€{0,1}"
skmfm..,m:(Oxg({(%(A@Ix.,&@)xxﬁv-\w%}\, |
Y'=x X=X




Primer: QD"”‘ (Hﬂ% é er a

x f(x,y)
6

a) L0

1]
SDNF (f(x,y)) =0-x%-y04+1-x0.y1 4 0-x1-y0 4 1.x1.y1

—=| D b—llCJ‘<

=Xy +xy,

JDNF ( Jm& ~0)/g/+4ng +0/2 FAe1
&era XQH'X%



RDW%H%@): ><\<k(\ er\g F XY



f(x,y)

xX'yz + x'yz + xy'z + xyz,

0
1

z

0|
1

o OO

1
ah

SDNF (f (x, )

l%+xg%

H_ygg-+x5

ng‘%

SONF (Fxg, 2)



CDONF { = Yy
gl Yy 2 H‘z}(% ”a'%l%xg%'



DNF @ je prostija od DNF @, akko je broj mooma od @1 maniji ili
jednak broju monoma od @, i ako je broj elementarnih konjukcija u @,

manji ili jednak broju elementarnih konjukcija u @5, gde je bar jedna od
pomenutih nejednakosti striktna.

Minimalna disjunktivna normalna forma {MDNF) je ona od koje ne

postoji prostija koja odreduje istu Bulovu funkciju.

Za odredivanje MDNF koriste se Karnoove karte.

DNFlfoxtaD = X)a X
_ \ \

D P ting) = )‘\21 r x;ﬁxg\: %Zﬁx(a ry') = ><‘<7+><' 1 :x'(7+x
:DVQWWD



’DNH(HQ])\= Y 1+ X2 bk |
DR 4] <y rx d g2



Izgled Karnoovih karata:

XX
1. sa dve promenljive Y |7| % |
a‘ P @4
NI
9 i lii L4/ \ -
. sa tri promenljive N 23D %
1
IR
x| x'
L
€
3. sa Cetiri promenljive oy w.
Y ¢
W
;Zl |




Osnovni Cetvorouglovi:

e
mi=sll

[T 1]

Osnovni obelezeni cetvorouglovi:

¥ | ¥ | ¥k | *

¥ | ¥ | ¥k | *







Maksimalni obelezeni osnovni Eetvorougao je onaj osnovni obelezeni

Cetvorougao koji se ne sadrzi ni u jednom drugom osnovnom obelezenom
Cetvorouglu.

Maksimalnom obelezenom osnovnom Eetvorouglu jednoznaéno odgovara

jedna [prosta implikanta. |

MDNF se dobija tako sto se uzme minimalan broj maksimalnih
obelezenih osnovnih Cetvorouglova (prostih implikanti) takvih da je sa
njima prekriveno svako obelezeno polje i napravi se njihova disjunkcija.






b) f(x,y,z) =xyz+xy'z+ xyz + x'y'Z,
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