DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Jednacina koja sadrzi nepoznatu funkciju i njene izvode naziva se diferencjalna jednacina. Ako nepoznata funkcija
zavisi samo od jedne promenljive, onda se radi o obi¢noj diferencijalnoj jednacini. Red najviseg izvoda koji se javlja
u jednacini odreduje red diferencijalne jednacine.

Primerl. y' = cosx je diferencijalna jednaéina prvog reda;
y" 4 3y’ + 5y = cosx je diferencijalna jednacina drugog reda.

Opsti oblik diferencijalne jednacine prvog reda je

F(x,y,y)=0 ili o = f(x,y)
gde je z-nezavisna promenljiva, y-funkcija a 3~ njen prvi izvod.

Funkcija y = y(z), definisana i diferencijabilna u nekoj oblasti, koja identicki zadovoljava datu jednacinu za svako x
iz te oblasti, naziva se reSenje diferencijalne jednacine.

Primer2. y = 22 je redenje diferencijalne jednacine y' = 2z, jer iz y = 22 sledi da je y' = 2z. to znaéi da funkcija
y = x2 identi¢ki zadovoljava jednac¢inu 3’ = 2z. Ali i za svaku drugu funkciju oblika ¥y = 22 + ¢, ¢ = const, vazi da je
y' = 2z, tj. svaka funkcija oblika y = 2 + ¢, ¢ = const identicki zadovoljava jednaginu vy’ = 2z.

Odavde sledi da diferencijalna jednacina prvog reda moze imati neograni¢en broj reSenja koja se razlikuju za konstantu.

Za diferencijalnu jednacinu y' = f(z,y), uslov y(z9) = yo se naziva pocetni uslov. Diferencijalna jednacina sa
pocetnim uslovom ¢ini poc€etni problem.

Postoje tri vrste resenja diferencijalnih jednacina prvog reda:
e opSte reSenje,
e partikularno reSenje,

e singularno reSenje.

Opste resenje diferencijalne jednacine prvog reda je funkcija oblika y = y(x,c) koja zavisi od jedne konstante.
Geometrijski gledano opste reSenje predstavlja familiju krivih u ravni koje zavise od c.

Primer3. Naéi opste reSenje diferencijalne jednacine ¢y’ = cosz.
y = cosz = y = sinz + ¢, jer je (sinz + ¢)’ = cosz.

Partikularno resenje diferencijalne jednadine prvog reda je ono resenje y = y(x, ¢o) koje zadovoljava pocetni uslov.
Ono se dobija iz opSteg reSenja stavljajuéi da je ¢ = ¢g. To ¢y se dobija uvrStavanjem podcetnog uslova u opste resenje.
Geometrijski gledano partikularno resenje predstavlja jednu krivu uzetu iz familije krivih datih opstim reSenjem tako da
prolazi kroz unapred zadatu tacku.

Primer j. Naéi partikularno re¢enje diferencijalne jednacine 3’ = cosx koje zadovoljava podetni uslov y(0) = 5.
U Primeru 3. je pokazano da je opste reSenje ove diferencijalne jednacine y = sina 4+ C. UvrStavanjem podcetnog
uslova u ovo opste reSenje dobija se da je 5 =sin0+ C, tj. da je C' = 5 pa je traZeno partikularno reSenje y = sinx + 5.

Singularno resSenje diferencijalne jednacine prvog reda je ono reSenje koje se ne moze dobiti iz opSteg reSenja ni za
koju vrednost konstante c.



I tip: DIFERENCIJALNA JEDNACINA KOJA RAZDVAJA PROMENLJIVE
Oblik: g(y)dy = f(z)dx

Nacin reSavanja: Ako su f i g neprekidne funkcije nad nekom oblasé¢u, reSenje se dobija integraljenjem obe strane
jednacine.

Primer 5. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y’ = —E, y # 0, a zatim naéi ono partikularno resSenje koje
Y
prolazi kroz tacku T'(0, 2).
d 2 2
y’z—gz—yz—f:>ydy:—xdx:>/ydy:—/mdx:>y—:—x——i—c
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Ako konstantu ¢ zapiSemo u obliku c opéte reSenje mozemo zapisati u obliku y? + 22 = ¢? §to predstavlja familiju
krivih - centralnih koncentri¢nih kruznica polupreénika c.

Kako treba odrediti partikularno resenje koje prolazi kroz tacku T'(0, 2), to znaci da treba izaberati onu krivu za koju
je y(0) = 2. Kako se za y(0) = 2 iz opsteg resenja dobija da je 4 + 0 = ¢? trazeno partikularno reSenje, tj. trazena kriva
koja pripada familiji krivih y? 4+ 22 = ¢? i prolazi kroz tacku T(0,2) je y? + x? = 4.

ZADATAK 1. Nadi opste reSenje diferencijalne jednacine:

Ly =axy—uy;
Y

2.y = — ;

Yy —1
/

3.£= Y ;
y x+1

4.y =29%x73,

5. (1+z)ydx = (1 — y) zdy;
6. v +zy+y (y+azy)=0;

7 ! + ! '=0;
V1 —a? \/1—y2y 7

8. zy =y (l+ xzcosx);
9. y(xzfl)y’:fz(yz—l);
10. yv1 — 22dy + /1 — y2dx = 0;

1—|—y2 ]
(1+a)ay’

11. ¢/ =

12. v = tg?xtg?y;

13. sinxsiny dx = cosx cosy dy.

ZADATAK 2. Za diferencijalnu jednacinu y’ = 2z + 1 odrediti ono resenje koje prolazi kroz tacku T (1,0).
ZADATAK 3. Resiti pocetni problem:

L 2\/zdy = ydz, y(4) = 1;

2y
2.y =—",y(1) =¢;
Yy - y(l)=e

3.y +1)=1,y(0)=1n2;

=~

lsing = vl ™ _ ..
-ysinz=ylhy, y(5)=e

5. (1+x2)y’+y\/1+x2:zy,y(0):1.



11 tip: HOMOGENA DIFERENCIJALNA JEDNACINA
.o g
Oblik: ¢ = f (x)

Nacin reSavanja: Ako je f neprekidna funkcija nad nekom oblas¢u, reSenje se dobija uvodenjem smene L. t, t =t(z).
x
Odavde je sad y = zt, pa je y’ =t + xt’. Nakon uvrstavanja smene u jednacinu dobija se diferencijalna jednac¢ina koja
razdvaja promenljive.

2
Primer 6. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine 3y’ = LA + (g> , x # 0.
X

x
Nakon uvodenja gore navodene smene ova diferencijalna jednacina postaje
, 9 dt RN dt d:zc 1 x
tt+at =t+t? =02—=1 ——=l|z|+c= —==nlz|+¢
dx t Y
U ovom zadatku moguce je reSenje Zaplbatl ikaoy = —W ili ako za konstantu uzmemo In ¢ (8to se moze uraditi
nlz| +c
x

jer se svaki realan broj moZe zapisati u tom obliku) umesto ¢ dobija se reSenje zapisano kao y = 1 ek
nelx

ZADATAK 1. Nacdi opste reSenje diferencijalne jednacine:

xT
1. y’:f—i-g;

Yy x
2.y =et+ 7

x
3.y ==+1+e7;
oY

4.y = J

5. xy —y =22 +y?%

6. zyy + 22 —y% =0;

7. xy’:ylng;
x
Tty
8. 3y = ;
Y e

9. (2% 4 y?) do + 2?dy = 0;
10. (2% — 3y?) dz + 2zydy = 0;
11. (x — y) ydx — x%dy = 0.

ZADATAK 3. Resiti pocetni problem:

%
Ly = ﬁ*‘*—l y(1)=-2%
2,/ 1
2. 2%y =ye+y)y()= i

y
3.ay —y= g, y(1) =

Y
4. xy'—y:yln;, y(1)=e.



ITI tip: LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA
Oblik: ' + f(x)y = g(x), f i g su neprekidne funkeije ili konstante.

Nadin reSavanja: reSava se uvodenjem smene y = uv, u = u(z), v = v(z). Odavde je sad y = v'v + wv’. Nakon
uvrStavanja smene u jednacinu dobija se v'v + uv’ + f(z)uv = g(x). Grupisanjem drugog i treceg sabirka i izvladenjem
funkcije u dobija se u'v+u (v + f(z)v) = g(z). Sada se funkciju v moze odrediti iz uslova da izraz u zagradi bude jednak
nuli, tj. uzima se da je v’ 4+ f(x)v = 0 §to ¢e uvek biti diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive, iz koje se moze
odrediti v. Nakon toga, vracanjem funkcije v u jednacinu v'v + u (v' + f(x)v) = g(x) dobija se jo$ jedna diferencijalnu
jednacina koja razdvaja promenljive samo sada ¢e funkcija koja treba da se odredi biti funkcija u. Kada se odrede obe
funkcije vrate se u smenu i dobija se kona¢no reSenje.

Na ispitu nije dozvoljeno koristiti gotovu formulu za reSavanje linearne diferencijalne jednacine!

Primer 7. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y’ + L. 22, x> 0.
x

Nakon uvodenja gore navodene smene ova diferencijalna jednacina postaje
1 1

wv+uw + —uww = 2% = vv+u (v’ + v) =22 (%)
x x

Izjednacavanjem izraza u zagradi sa 0, dobija se diferencijalna jednac¢ina koja razdvaja promenljive

, 01 dv v dv dx dv dx
U—’——UZO:}i:——:}—:—i:} _— = = 7:>1n’[]:—1n(1’;:>v:—
x dx T v T v T T
Uzima se da je integraciona konstanta ¢ = 0 jer je potrebno samo jedno reSenje ove diferencijalne jednaédine, tj. samo

jedna vrednost funkcije v.

Uvrstavanjem funkcije v u diferencijalnu jednacinu (*) dobija se jo§ jedna diferencijalna jednacina koja razdvaja
promenljive

1 x?

v =12 = =23 = du =2 dr = du:/x?’dx:u:Z+c

x
Dakle, sad je opste reSenje polazne diferencijalne jednacine

x? n 1 a3 n c
=w=|—+c|—=—+—.
Y 4 T 4 z
ZADATAK 1. Naéi opste resenje diferencijalne jednacine:
Ly —y=e"
2.y +y+ax=0;

3.y + % = sinx;

2 3
4. 4 — - 13 =0;
V- oY (x+1) ;

.y +ysinz = sinx;
.y +ytgr = sinx;
cwy -y =2’

Cxy 42y = e

© 0 N O

. xy —y=xlnz;
10. ¢/ sina — ycosx = — cos? x;
11. ¢ — Y _ g2 sin z;

T

COS .
)

12. ¢/ + ysinz = 2xe

13. 2y +y =%+

ZADATAK 3. Resiti pocetni problem:
Ly =2Q2z—-y),y0)=1L
2.y 420y =2 y(1) =1

3. xy’fix =z,y(1)=1;



4. xy —2y=22* y(1) = -1,

5.y + yctgr = 5e°5% gy (g) = —4;

6. y'cos’z+y=1,y(0)=0.
IV tip: BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA
Oblik: y' + f(z)y = g(x)y"

Nadin reSavanja: Bernulijeva diferencijalna jednadina moze se refavati smenom z = y!~™ nakon koje se svodi na
linearnu diferencijalnu jedna¢inu, a moze se reSavati i na potpuno isti na¢in kao linearna diferencijalna jednacina.

2
Primer 8. Odrediti opste reSenje diferencijalne jednacine y' — —y = 2x,/y, © > 0.
T

Nakon uvodenja smene y = uv = y' = u'v + uwv’ ova diferencijalna jednacina postaje
2
w'v 4w — fuv—2x\/1w:>uv+u (v - v) = 2x/uv (*)

IZJednacavanJem izraza u zagradi sa 0, dobija se diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive

2 d 2 d d d d
P N SN 1:2/$:>lnv—21nx:>v—w2

x dx x v x v x
Uvrstavanjem funkcije v u diferencijalnu jednaéinu (*) dobija se jos jednu diferencijalnu jednainu koja razdvaja

promenljive
u' = 2zxVu :>u—2\f:>——2f=>7—2dmz/\f /dx:>2\/ﬁz2x+202>u:(m+c)2

Dakle, sad je opste reSenje polazne diferencijalne jednacine

Yy=uv = (z+c)2:r2 = (z2—|—cm)2.

ZADATAK 1. Naci opste reSenje diferencijalne jednacine:
Ly +y =y’
2.y +ay = zy3;

Y

3. y +?+y *O

4. y — 9z y*(x + )y%
5. xy +y = x3y5;
6. 2y +y=1v*Inux;

2
7. y’+2g: \/25;
x cos’w

8. xy' —dy — 2y =0.

ZADATAK 3. Resiti pocetni problem:
Loay +y+ay*>=0,y(1) =1
1.

9

2. 2y —y=2y%rIlnz, y(1) =
3. 2% tay=y,y(1) =1
Y 1
oy + L= ey =2
y+ o=yt y() =35

o2
5. ydy = (z - sc?’) dx, y(2) = 2.



