NEODREDENI INTEGRAL

Za funkciju f(z) definisanu na nekom intervalu I, funkcija F'(x) je primitivna funkcija na tom intervalu ako je F(x)
diferencijabilna (ima izvod) i vazi

F'(z) = f(x), Vzel.
Pri. Za date funkcije odrediti njihove primitivne funkcije:
f(z) = cosz = F(z) =sinx jer (sinz)’ = cosx;
f(x) =e* = F(x) =€ jer (e*) = e®;

f(x)=2>= F(x) = %3 jer (f) =22,

Treba primetiti da je, recimo, za funkciju f(z) = cosx osim gore navedene funkcije F'(x) = sinz primitivna funkcija
1 '
takode i funkcija Fy (z) = sinz+3, jer jei (sinz + 3)" = cosz, kao i funkcija Fy () = sinz— 2 jerjei | sinx — 2) =cosT

ili bilo koja funkcija oblika F'(x) = sinx + ¢, gde je ¢ € R proizvoljna konstanta, jer je u tom slu¢aju F'(z) = (sinx +¢)' =
f(@).

Dakle, primitivna funkcija nije jednozna¢no odredena. U opStem slucaju, ako je F'(z) primitivna funkcija funkcije
f(z) na intervalu I tada je i svaka funkcija oblika F'(2) 4 ¢, gde je ¢ € R proizvoljna konstanta, takode primitivna funkcija
funkcije f(x), jer je

(F(z)+¢) = F'(z) = f(z), c¢= const.

Sto znadi da za svaku funkciju f(x) postoji beskona¢no mnogo primitivnih funkcija.
Kako za dve primitivne funkcije Fy (z) i F; (z) funkcije f (x) na istom intervalu vazi

(Fy(z) = By () = F{ (z) = Fy (z) =0,

jerje FY (z) = Fy (x) = f (), sledi da je Fy (x) — F3 (x) = ¢, tj. da se dve primitivne funkcije iste funkcije mogu razlikovati
samo za konstantu.
Nekada se to ne primecéuje na prvi pogled.
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Fj(x) = 171 Rl e f(z) to je i funkcija Fy(x) primitivna funkcije funkcije f(z).
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Skup svih primitivnih funkcija funkcije f(x) na nekom intervalu I naziva se neodredeni integral funkcije f(x) na
tom intervalu i oznacava se sa
/ f(z)dx.

Funkcija f(z) naziva se podintegralna funkcija, f(z)dz podintegralni izraz, | znak integrala a postupak
nalaZenja neodredjenog integrala se naziva integracija.
Ako je f(x) jedna, bilo koja, primitivna funkcija funkcije f(x) na intervalu I onda je

/f(x)dx =F(z)+ec

gde je ¢ proizvoljna konstanta koja se naziva integraciona konstanta.

Za svaku funkciju postoji primitivna funkcija (neodredeni integral) na intervalu na kom je ona neprekidna. Mi ¢emo
uvek “reSavati” integral samo na onom intervalu na kom je podintegralna funkcija neprekidna, tj. na onom intervalu na
kom postoji neodredeni integral i to ne¢emo posebno naglasavati nego ¢emo ubuducée podrazumevati. Medutim, postoje
neke funkcije ¢iji se neodredeni integrali ne mogu izraziti preko elementarnih funkcija u kona¢nom obliku pa ¢e oni za nas
biti neresivi. Na primer, takvi su integrali
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Osobine neodredenog integrala

Osnovne osovine neodredenog integrala su:
/
([ f@) ds) = s

2 / F'(z) dz = F() + ¢;
3. /af(x) dx:a/f(x) dr, acR;
4. /(f(x) +g(x)) dax = /f(ac) dx + /g(x) dz.

Tablica integrala

Tablica osnovnih integrala se dobija na osnovu tablice izvoda ili neposrednom proverom:
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3. /sinx dr = —cosz +c,

4. /cosm dxr =sinz + ¢,
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9. /7:0:farctgngc:ffarcctgngcl, a#0,
a?+x2 a a a a
10/ dx ) x+ ZC+ 2| <
. | ——= = arcsin— + ¢ = —arccos — + ¢ x| <a
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Zadatak 1. Izra¢unati integrale:

1. /3dx:3/dx:3x—|—c;
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Smena promenljive

Integrale koji se ne nalaze u tablici potrebno je, pri reSavanju, svesti na tabli¢ne. Jedan od dva osnovna metoda

kojima se to postiZze je integracija pomoéu smene.
Neka je p(t) funkcija koja na nekom intervalu realne ose ima neprekidan prvi izvod i neka je na tom intervalu ¢'(t) # 0.
Tada, ako je x = ¢(t), na posmatranom intervalu vazi

[ @ de = [ setens @ .

Zadatak 2. Smenom promenljivih resiti integral
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Parcijalna integracija

Parcijalna integracija je drugi osnovni metod za svodenje netabli¢nih integrala na tabli¢ne.
Neka su funkcije u(x) i v(z) diferencijabilne funkcije na nekom intervalu I. Tada na posmatranom intervalu vazi
formula za parcijalnu integraciju

/u(x)v’(x) dr = u(z)v(z) — /v(x)u’(x) dx.

Ako se uvedu skracene oznake u = u(z), v = v(x), du = v/ (x)dz i dv = v'(x)dz prethodna formula se moze napisati

kao
/udv :uv—/vdu.



Zadatak 3. Parcijalnom integracijom resiti integrale

1./lnxdx:<u:1ndf ’ dv:dw)zmlnx—/dx:x(lnx—l)—i—c;
du = £ v==

xT )

9 u=1Inz dv = dx 9 1 9
2. In“xzdr = 1 =zIn“z—-2 |z -—Inzder=xIn“x—2 | Inx dz
du=2+Inz dz v=[dr=ux x

B u=Inx dv = dx I 2 (1 )+_12 Sl + 20 4 ¢
= du:%d;v v:fdx::v =xln“x zlnr —z)+c=xIn"x rlnx T+ c;

= dv = e*d
3. /xe”’dx :<du 2 1}362 ’ w>=$€x—/e”dx:xe”’—ex+cé
u=dx v= [e*dz=c¢

u=22-1 dv = e**dzx 1 1
4. 2_1 2x — _ - 2_1 21_7'2 20
/(m e dz ( du = 2xdzx v=[e*dr = %6230 ) 2(3: Je 2 e dw

2 du, = dz vy = [ €2 dz = L

1 1 1 1 1
= 5(3:2 —1)e* — §$€2I + 3 /62”” dx = 5(1‘2 —x—1)e* + Eeh + ¢

u:(g;+1)2 dv = coszx dx 2 . / .
5. +1)2 dr = =(z+1 —2 +1 d
j(x ) cosz da ( du=2(x+1)dr v=[coszdr=sinz ) (@+1)"sine (@ +1)sine dv

=z+1 dv=sinz d
[ “=* v S A = (x4 1)*sinz — 2 —(x—i—l)cosx—/(—cosx) dx
du = dz v = [sinz dx = —cosx

= (z+1)sinz +2(z+1)cosz — 2sinx + ¢;

6. /e”” cosz dx

u=e" dv = cosxdx o o
. =€ sinzx — [ e’sinx dx
du = €e* dr v= [cosz dx =sinz
up = e* dvy = sinxdzx o - -
i =e"sine — | —e®cosx — | (—e®cosz) dx
duy = e® dx vy = [sinz dz = —cosx

=e"sinx + €e” cosx—/e“’cosmdx;

Ovde smo sad dobili integral isti kao onaj od kog smo i krenuli, pa moZemo integral prebaciti na levu stranu i tako
ga izracunati.
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2/6”” cosx dr = e*sinz + €” cos z, tj. /emcosx dr = 561 (sinx + cosx) + ¢;
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u=1Inz dv = ¥z dx 3 . 3 .1
3 — — — 3 - 3. —
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