MATRICE

Matrica A, formata (tipa) m x n, m,n € N, nad poljem F = (F,+,-) je “pravougaona Sema’ elemenata polja F | tj.

a1 a2 . A1n
a1 az2 ... Q2p

A= [aij]an = . . . . ’
Am1 QAm2 e Qmn

mxXn

pri éemu su a;;, ¢ € {1,2,...,m},j € {1,2,...,n} elementi polja F.

Kad god nije naglaseno drugacije, podrazumeva se da je matrica nad poljem realnih brojeva.

Horizontalni redovi u matrici se zovu vrste, a vertikalni kolone. Indeks m predstavlja broj vrsta, a indeks n broj kolona u
matrici. Element a;; matrice [a;j]mxn je element koji se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni.

Matrice koje imaju isti broj vrsta i kolona (tj. m = n), nazivaju se kvadratne matrice.

Dve matrice su jednake akko su istog formata i ako su im svi elementi na odgovarajuéim pozicijama jednaki.

Matrica €iji su svi elementi jednaki nuli polja F naziva se nula matrica nad poljem F i oznacava se O = [a;;]mxn -

Kvadratna matrica koja na glavnoj dijagonali kao elemente ima jedinice polja F, a na svim ostalim mestima nule polja F
naziva se jedini¢na matrica nad poljem F i oznacava sa F ili I.

e Sabiranje matrica [ai;|mxn 1 [Dij]lmxn definide se sa:
[@ijlmxn + [bijlmxn = [@ij + bijlmxn-

Dakle, matrice se mogu sabirati samo ako su istog formata i to tako $to im se saberu elementi na odgovarajué¢im mestima.

Primer:

~4 1 5] [0 -1 1]_[-4 06

-1 1 1 2 4 0| 1 5 1 |°

Suprotna matrica matrici A = [@;j]mxn, je matrica —A = [—ai;|mxn-

OSOBINE SABIRANJA MATRICA:

Za matrice A, B, C i nula matricu O formata m x n vaZe sledeée osobine:

(A+B)+C=A+(B+0),

A4+0=A,

A+(-A) =0,

A+ B=DB+A.

Dakle, (Myxn,+), gde je My, xn skup svih matrica formata m x n, nad poljem F, je komutativna grupa.

e MnoZenje matrice [a;;]mxn skalarom (brojem) « (iz istog polja iz kog su elementi matrice) definiSe se sa:
O‘[aij]mxn = [aaij]mxn-

Dakle, matrica se mnozi skalarom tako Sto se svaki njen elemenat pomnozi tim skalarom.

Promer:
-1 2 3 —6
(-3) 0 1|= 0 3
—4 3 12 -9

OSOBINE MNOZENJA MATRICE SKALAROM:

Za skalare o, 5 € F i matrice A i B nad poljem F vaZe slede¢e osobine:
(aB)A = a(BA),

(a+ B)A =aA+ A,

a(A+ B) = aA+ aB, pri éemu su A i B matrice istog formata,
1-A=A.



MATRICE 2
o Proizvod matrica [a;;]mxk 1 [bij]kxn definiSe se sa:

[aij}m,xk[bij]kxn:[cij]an’

gde se svaki element unutar matrice [c dobija po formuli:

ij]nLXn
k
= E a, b, = aibij + ai2baj + aizbz; + ... + airby;.
p=1

Dakle, dve matrice se mogu pomnoziti samo ako je broj kolona prve matrica jednak broju vrsta druge matrice. Rezultat je
matrica Ciji je broj vrsta isti kao kod prve matrice, a broj kolona isti kao kod druge matrice. Element u i-toj vrsti i j -toj

koloni proizvoda dobija se tako §to se elementi ¢ te vrste prve matrice pomnoze sa odgovaraju¢im elementima j -te kolone
druge matrice i dobijeni proizvodi se saberu.

Primer:
1 2 5 2 -1
0 1 : [ é (1) _i’ ] 2 1 1
372 150 23 I A ¥ N PV

OSOBINE MNOZENJA MATRICA:

Za skalar a € F' i kvadratne matrice A, B, C reda n € N, nad poljem F, i jedini¢nu matricu F reda n, vaZe slede¢e osobine:
e A(BC)=(AB)C,
e (A+B)C = AC+ BC,
A(B+C)=AB+ AC,
e a(AB) = («¢A)B = A(aB),
e FA=AFE = A.

Dakle, (M, xn,*), gde je M,,«y, skup svih kvadratnih matrica formata n, nad poljem F, je asocijativni grupoid sa neutralnim
elementom, a (M, xn, +, ), je prsten sa jedinicom.

e Komutativnost ne vaZi prilikom mnoZenja dve matrice, tj. u opsStem sluc¢aju je AB # BA.

) 2 2 2 -1 1.
Primer: ZaA—[O _1},3—{1 1}Je

-1 -1 2 1
e Ako je AB =0 nesledi da je A=0ili B =0, tj. postoje delitelji nule.

. 1 1 1 1. 0 0
Primer: ZaA[1 1],B{_1 _1:|J6AB|:O 0}

o Ako je AB = AC nesledi da je B =C.

AB_{ 6 0]@3/1_{4 5}OéiglednojeAB¢BA.

Pm’meT:ZaA:[_i _;},B:{i }}iC:{g _1}jeAB:AC:[ L _1]aoéiglednojeB;éC

ZADACI

=N

. 1 2. 1
(1) DatesumatrlceA—[2 1}1B—{3

(2) Ako je moguce izrac¢unati:

SR
3 01 10

w

1
2 11
° 21[ },
0 3 01

—_



MATRICE 3

L[ 32 1} ;
0 1 2 3 |
. ; [3 2 1
3 | 01 2
- g
o | 1|2,
_1_
3
e [2]| 1
1
1 2 1 2 1 23
(3) Date su matrice A = , B = iC=1|2 6 |.Izracunati A2+ BC — 3E.
1 3 3 6 -3 5 15

e Transponovanje matrice se vrsi tako sto sve odgovarajuée vrste i kolone u matrici zamene mesta. Transponovana matrica
matrice A formata m x n, u oznaci A7 je matrica formata n x m.

ail ai12 e A1n aiq a21 oo Q1
a1 a2 N ao2n T ai12 a922 R )
A= = A =
am1l  Am2 <o Omn mxn A1n QA2n ... Qmn nxm
-1 =2
. - -1 6 3
Primer: Za A = 6 4 |jeA = 9 4 6 |°
3 6

OSOBINE TRANSPONOVANJA MATRICE:

Za skalar o € C i matrice A 1 B vaZe sledeée osobine:
(AT)T = 4

(
(
(

A+ B)T = AT + BT,
aA)T = AT,
AB)T = BT AT pri ¢emu su A i B kvadratne matrice.

Determinanta kvadratne matrice A reda n, n € N, nad poljem F je

ail a12 e QA1n

a1 a292 e (0579
det (4) =

an1 Aap2 cee Qpn

Adjungovana matrica kvadratne matrice A reda n, n € N, nad poljem F , dobija se tako 8to se svaki element a;; matrice
A zameni njegovim odgovarajué¢im kofaktorom A;; i zatim se izvrsi transponovanje, tj.

T

All A12 “ e Aln All A21 .« e Anl
. A21 A22 o A2n A12 A22 oo An2
adj(A) = . . . = . S -
Anl An2 s Ann Aln A2n e Ann
Primer: Za matricu A = { a2 } , njena adjungovana matrica je
a1 022

. —1) - ag —1)H2.a5 17
adj(A) = [ (—1)2H - ap (~1)%*2.ay,

a2 —ai2
—az1  arr |’



MATRICE 4

tj. adjungovana matrica za kvadratnu matricu reda 2 dobija se tako Sto dijagonalni elementi u matrici medusobno zamene
mesta, a ostali elementi promene znak.

Ako je A kvadratna matrica reda n i ako postoji kvadratna matrica X takva da je AX = XA = F, tada je X inverzna
matrica matrice A. Inverna matrica matrice A oznacava se sa A~!.

Kvadratna matrica je regularna ako ima inverznu matricu, a singularna ako nema inverznu.

Kvadratna matrica A je regularna (ima inverznu matricu) akko je njena determinanta razlic¢ita od nule (tj. det(A) # 0), i
tada je:

1 .
= det(a) AU

-3 0
2 1

A—l

Primer: Za A = [ Lo } je det (A) = =3, a adj(A) = [

syoA—1
2 _3 :|7pa.]eA _|:

WY pO
\

W= o

[ I

OSOBINE INVERZNE MATRICE:

Za regularne matrice A i B reda n i jedini¢nu matricu I reda n vaze sledeée osobine:
o (A H =4,
o (AT)t=(A"HT,
e (AB)"l =B71A"1

Elementarne transformacije matrice su:

e medusobna zamena mesta dve vrste (kolone),
e mnoZenje elemenata jedne vrste (kolone) skalarom razli¢itim od nule,

e mnoZenje elemenata jedne vrste (kolone) skalarom i njihovo dodavanje odgovarajuéim elementima neke druge vrste
(kolone).

Matrice A i B su ekvivalentne (u oznaci A ~ B) ako se jedna matrica moze dobiti od druge matrice primenom kona¢nog
broja elementarnih transformacija.
Osim pomocu gore date formule, inverzna matrica se moze izracunati i preko tzv. “blok Seme”™

(1) Formira se tzv. blok matrica [A | E] gde je u levom bloku matrica A ¢ija se inverzna matrica trazi, a u desnom bloku
je odgovarajuéa (istog formata) jedini¢na matrica.

(2) Primenom elementarnih transformacija na vrste blok matrice pravi se u levom bloku jediniéna matrica.

(3) Ako u levom bloku primenom elementarnih transformacija na vrste ne moze da se napravi jedini¢na matrica, to znaci
da inverzna matrica ne postoji, tj. da je det (4) = 0.

(4) Ako u levom bloku primenom elementarnih transformacija na vrste moZe da se napravi jedini¢na matrica, to znaci da
inverzna matrica postoji, tj. da je det (A) # 0, i ona se nalazi u desnom bloku blok matrice, tj. dobija se [E | A_l].

1 -3 -1
Primer: Odrediti A~!, ako postoji, za A= | —2 7T 2
3 2 —4

PRVI NACIN:

Determinanta matrice A je
1 -3 -1 1 -3

det(A)=|-2 7 2| =2 7 =-28—18+4+21—-4+24=-1;
3 2 —4 3 2

kofaktori su:

7 2 -2 2
All = (71)14»1 2 4 = 7327 A12 = (71)1+2 3 —4 ‘ = 727
A= (| T2 T o as Ay = (| T ‘ — 14,
Agy = (—1)*+2 ;) ;11 = -1, Agz = (—1)**3 ; _g ‘ = —11,

-3 -1 1 -1
An =D o ‘ =h A= (1P 5 ‘ =0

1 -3

A33 = (71)34»3 9 7 ‘ = 17




MATRICE

pa je adjungovana matrica

32 —2 257" [ -32 -14 1
adj(A)=| —14 -1 —11 | =| -2 -1 0|,
1 0 1 =25 —11 1
1 -32 —-14 1 32 14 -1
a A=l = cadj(A)=—-| -2 -1 0|=| 2 1 O
det(4) —95 —11 1 25 11 -1
DRUGI NACIN:
1 -3 -1 1 0 O [1 -3 -1 1 0 0 1 -3 -1 1
-2 7 2101 0|~1|0 1 0 21 0|~1]0 1 0 2
3 2 =410 0 1 |0 11 -1 -3 0 1 0 0 -1 -25 -1
1 0 0 32 14 -1 10 0 32 14
~ 101 0 2 1 0| ~]0 10 2 1
L0 0 -1 —-25 -11 1 0 0 1 25 11
ZADACI
(1) Odrediti A~1, ako postoji:
[ 1 -2
(a) A_ | _3 5 ’
F 1 o -
by A=| 1 1 2|,
0 11|
(1 =2 0]
(c) A= 0 0 1
|1 3 0]
(2) Resiti matri¢ne jednacine:
. 1 2. 2
(a) AX = B ako je A= [ 6 3 } iB= { 0 }
(b)AX—zszakojeAZH _5]13=[4 53].
(c)XQXABakojeA{_2 ! ]13{ 01 ]
-2 -1 =2
1 20 0 2 -6
(3) Resiti matri¢nu jednac¢inu AX —B=XzaA=| -1 1 1 |iB=| 4 -2 =2
3 11 -3 7 =3
1 1 -2
(4) Resiti matriénu jedna¢inu ABX =4X +CzaA=|0 2 [, B=ATiC=]| 0
3 1 2
2 -1 3 1 2 1 2
(5) Resiti matri¢nu jedna¢inu AXB=CzaA=|1 2 -4 | B= 1 3 2]iC=]| 0
3 1 2 -1 -2 0 -1
—-r — 2y + =z = 1
(6) Matri¢nim ra¢unom resiti sistem linearnih jedna¢ina =z — y — z = -—1.
y — 2z = 0

_ = O

-1
0
-1

_ o O



MATRICE 6

5t — 3y + 2z = 17
(7) Matri¢nim ra¢unom resiti sistem linearnih jedna¢ina —x + 7z = 9.
x + 3y = 7
-r + Yy + 2z = 2
(8) Matri¢nim ra¢unom resiti sistem linearnih jedna¢ina 2z + 3y — 2z = 7
2 — y — z = 3

Podmatrica date matrice A formata m x n nad poljem F je matrica dobijena izostavljanjem k vrsta i | kolona matrice
A, gde k€ {0,1,2,...m—1}, 1 €{0,1,2,....,n — 1}.
Neka je A kvadratna podmatrica nenula matrice A, ¢ija je determinanta razli¢ita od 0 i pri tome ima najveéi red u odnosu
na sve matrice sa tom osobinom. Tada je rang matrice A jednak redu podmatrice A. Specijalno, ako je A nula matrica, tada
je njen rang jednak 0. Rang matrice A oznacava se sa rang (A).

Ekvivalentne matrice imaju isti rang.

Za svaku nenula matricu A formata m x n postoji njoj ekvivalentna matrica B oblika

i b11 bis ... by, ... bin 1
0 b ... boy ... b,
B = 0 0 brr brn y
0 0 0 0
| 0 o ... 0 ... 0 | mxn

takva da je b;; 0, ¢ € {1,2,...,r}, r <min{m,n}.
Kako je rang(B) = r, sledi da je i rang(A) = r.

Drugim rec¢ima, ako su svi elementi matrice A ispod glavne dijagonale i r-te vrste jednaki nuli, a preostali elementi na
glavnoj dijagonali razli¢iti od nule, tada je rang matrice A jednak r.

4 6 9 01
026 20
Primer: A= 0 0 9 5 2 | = rang(A)=3.
0 000U O
0 0 00O
ZADACI
(1) Odrediti rang matrica:
1 2 3
(a |0 3 1/,
0 0 2
1 01
o (50 1]
[1 1 0
© |10 1],
01 1
[ 1
@ |2,
| 0
[ 1 0 0
@ | 0 0 o],
1.0 0

[0 10 0]
(2) Odrediti rang matrica:



MATRICE

[ —2 1 -1
(a) A= | -4 2 -2,
2 -1 -1
(2 3 7
by B=|8 4 12 |,
| 6 5 13
(5 3 1 2 8
10 13 5 21 16
©@C=1% 4 0 7 1
1 2 4 5 6

ZA VEZBU:IZ SKRIPTE
Zadatak 9.21, 9.23, 9.24
tezi: 9.1, 9.2, 9.3



