POLINOMI

Polinom nad proizvoljnim poljem F = (F, +,-) je uredena k-torka elemenata tog polja kod koje je poslednja komponenta
razli¢ita od “nule” polja, tj. polinom je

p = (ag,a1,as,...,a,), n € NU{0}, a; € F, a, #0.

Qn, Gn_1,-- -, 09 su koeficijenti polinoma;

ap je slobodan ¢lan polinoma;

an je vodeéi koeficijent;

ako je a, = 1 polinom je normiran (normalizovan);

n = deg (p) je stepen polinoma p;

ako jen =01 ag # 0, onda je p konstantan polinom nultog stepena.

zan =01 ag =0 polinom p je nula polinom. Stepen nula polinoma nije definisan.

F [z] je skup svih polinoma nad poljem F.

(F [z],+,") je komutativan prsten sa jedinicom, gde su + i - sabiranje i mnoZenje polinoma.

Polinomu p = (ag, a1, as, ..., a,) nad poljem F jednozna¢no odgovara polinomski izraz
p(z) = anas"™ + ap_12" " + ... 4+ ayz + ao,
tj. svaki polinom se moZe poistovetiti sa odgovarajuéim polinomskim izrazom (iako su to formalno razli¢iti pojmovi) pa je
uobi¢ajeno da se za polinomski izraz p(r) = a,2™ + a,_12" " + ... + a1x + ag, kaze da je polinom.
Polinomska funkcija je funkcija definisana polinomskim izrazom, tj. funkcija
p:F—F p(z) =ap2" +ap_ 12" ' +...+ a1z +ag, a; € F.

Polinomska funkcija se u opstem slucaju ne moze poistovetiti sa polinomom jer u sluc¢aju kona¢nih polja razli¢itim polinomima
odgovaraju iste polinomske funkcije. U slu¢aju beskona¢nih polja postoji uzajamno jednozna¢na korespodencija izmedu
polinoma i polinomskih funkcija, pa se u tom sli¢aju moZe Kkoristiti naziv polinom i za polinomsku funkciju.

Kako ¢e ovde biti re¢i samo o polinomima nad beskona¢nim poljima za polinomsku funkciju ¢e biti koriséen termin polinom.

Dva nenula polinoma su jednaka akko su istog stepena i ako su im koeficijenti uz odgovarajuce stepene jednaki.

Sabiranje polinoma
Neka su p(z) i ¢(z) nenula polinomi takvi da je deg(p(xz)) = n i deg(q(z)) = m. Sabiranje polinoma p(x) i g(z) vrsi se
tako Sto se koeficijenti uz iste stepene promenljive saberu. Stepen polinoma p(z) + ¢(z) je

deg(p(z) + q(z)) < max{n, m}.
Zbir nula polinoma i polinoma p(x) jeste polinom p(zx).
MnoZenje polinoma

Neka su p(x) 1 ¢(x) nenula polinomi takvi da je deg(p(x)) = n i deg(¢q(x)) = m. Proizvod polinoma p(z) i g(z) vrsi se tako
$to se pomnoZe svi sabirci polimoma p(z) sa svim sabircima polinoma ¢(z). Stepen polinoma p(z) - g(x) je

deg(p(z) - q(x)) =n +m.
Proizvod nula polinoma i polinoma p(z) je nula polinom.
Deljenje polinoma
Neka su p(z) i ¢(z) nenula polinomi takvi da je deg(p(z)) = n i deg(¢q(z)) = m, gde je n > m. Tada postoje jedinstveni
polinomi s(z) i r(x), tako da je

p(z) = g(z)s(x) +r(z),

gde je deg(r(m)) < deg(q(x)) ili je r(x) = 0. Ako je r(z) = 0, tada je polinom p(x) deljiv polinomom ¢(x), tj. polinom g(x)
deli polinom p(z), i to se zapisuje q(z) | p(z).

Polinom s(z) naziva se koli¢nik, a r(z) ostatak pri deljenju polinoma p(z) polinomom ¢(z).

Deljenje polinoma ¢esto se piSe i u obliku



POLINOMI 2

Koli¢nik pri deljenju nula polinoma p(x) sa proizvoljnim nenula polinomom ¢(z) je nula polinom.
Primer: Odrediti koli¢nik s(z) i ostatak r(z) pri deljenju polinoma p(z) = 2° + 2* — 2z + 1 polinomom ¢(z) = 22 — z + 2.
(a2t =20 +1): (22— +2) =2+ 222 — 4
————
— (2% — 2% + 223) koli¢nik
22t — 223 — 2z +1
—(22* — 223 + 42?)

4?2 -2 +1
—(—42% + 42 - 8)
—6x + 9
——
ostatak

Polinom s(x) = 23 + 222 — 4 je koli¢nik, a r(z) = —6z + 9 je ostatak pri deljenju p(x) sa ¢(x). Odnosno,

p(r) S +at-22+1 3 9 6249
= = 2 _4 - .
q(x) 2?2 —x+2 v +w27x+2

ZADACI
(1) Podeliti polinome:
(a) p(x) = 3z + 223 + 52% —x + 1 sa q(z) = 2% — 22 + 2;
(b) p(x) = 23 + 22% + 7 sa q(x) = 32% + 22 — 5.
Bezuova teorema: Ostatak pri deljenju polinoma p(z), deg(p(z)) > 0, polinomom z — « je p(«), tj. vrednost polinoma
p(x) u tacki a.
Primer: Odrediti ostatak pri deljenju polinoma
p(r) = -zt 4+22% —x +1

polinomom x — 1 i polinomom x + 2.
Primenom Bezuove teoreme ostatak pri deljenju polinoma p(z) polinomom z — 1 je

p()=-1"+2-1 ~1+1=1.
Analogno, ostatak pri deljenju polinoma p(x) polinomom z + 2 je
p(=2) = —(-2)* +2-(=2)® = (-2) + 1 = —29.

ZADACI
(1) Za koje realne vrednosti parametra a je polinom p(z) = 2% + az? + 3z — 5 deljiv polinomom x + 17

(2) Odrediti koeficijente a, b i ¢ polinoma p(x) = 2® + az? + bz + ¢ tako da bude deljiv polinomima x — 1i 2 + 2, a da
pri deljenju sa polinomom z — 4 daje ostatak 18.

(3) Ostatak pri deljenju polinoma p(z) sa x — 1 je —5, a sa x — 2 je —25. Koliki je ostatak pri deljenju polinoma p(x) sa
(x—1)(x—2)7
(4) Ostatak pri deljenju polinoma p(x) sa z+1 je 2, sa x—1 je 3, asa x—2 je —1. Koliki je ostatak pri deljenju polinoma
p(z)sa (z+1)(x—1) (x —2)?
Hornerova Sema: Pri deljenju polinoma n-tog stepena
p(z) = apr™ +a,_12" '+ ... +air +ag, ne€NU{0},
polinomom = — «, dobija se koli¢nik s(z) = b, 12"~ + ...+ by + by stepena n — 1 i ostatak 7, pri ¢emu je
bp—1 = an,bn_o =abp_1+an—1,...,b0 = aby + a1, = abg + aop.
Ovaj rezultat se zapisuje u obliku sledeée Seme koja se zove Hornerova Sema.

‘ (7% Ap—1 Ap—2 et ay ag
af| ap  abp_i+an-1 abp_g+an—2 -+ abi+ar abyg+ao

| I I | |
bn—l bn—2 bn—3 e bO T



POLINOMI 3

i polinom p(z) se moZe zapisati u obliku
p(z) =anz" + ... Farx+ag=(x —a) (by_12" ' + ...+ byx +by) + 7.
Primer: Odrediti koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma
p(x) =323 + 22 — 22+ 1

polinomom z — 2.
Deljenjem polinoma:
(3% +a2 —20+1): (2 —2) = 3a® + Ta + 12,

— (323 — 62?)
722 —2x+1
—(72% — 14x)
122 +1
— (122 — 24)

dobija se koli¢nik 322 + 7z + 12 i ostatak 25.
TraZeni koli¢nik i ostatak mogu se dobiti i primenom Hornerove Seme.
3 1 -2 1
203 7 12

[ I
b2 bl bo T

Deli se polinom trec¢eg stepena polinomom prvog stepena, tako da je koli¢nik kvadratni polinom ¢&iji su koeficijenti bs, by i
bo. Koli¢nik je 322 4+ 7x + 12, ostatak je r = 25.
Ostatak se moze dobiti i primenom Bezuove teoreme, kao vrednost polinoma za x = 2, ali na taj nac¢in se ne dobija koli¢nik.
Ostatak je p(2) =323 +22—-2.2+1 = 25.
ZADACI
(1) Koriste¢i Hornerovu Semu podeliti polinome p(x) = 3z° + 11z* + 423 — 22 + 8x — 221 ¢(z) = = + 3.

(2) Napisati polinom p(x) = —3z° — 822 + 82 — 13 po stepenima od z + 1.

Nula ili koren polinoma p € F' [z] je nula odgovarajuce polinomske funkcije, tj. svako a € F' za koji vazi da je p(a) = 0.

Elemenat « € F je koren (nula) polinoma p # 0, deg(p) = n > 1 akko je polinom p(x) deljiv polinomom (z — ),

Elemenat o € F je nula (koren) reda k ( k € N) polinoma p € F [z] akko je polinom p(z) deljiv sa (x — a)¥

sa (x — a)*T!. Za nulu reda k > 1 kaZe se da je visestruka, a nula reda k = 1 je jednostruka.

, a nije deljiv
Primer: U polinomu p(z) = (z—>5)3(x+2)* broj 5 je koren reda 3 (trostruki koren), a broj —2 je koren reda 4(¢etvorostruki

koren)

Polinom n-tog stepena, n € NU{0}, ima tacno n korena u skupu kompleksnih brojeva C, pri ¢emu se svaki koren racuna
onoliko puta kolika mu je viSestrukost.

Faktorisati polinom p(x) koji je n-tog stepena, n € NU {0}, nad poljem kompleksnih brojeva znaéi napisati ga u obliku
p(z) = an(z — z1)(x — 22) -+ (. — 2n),
gde su x1, 9, ..., 2, koreni polinoma (z).

Neka je p polinom nad poljem R ( polinom sa realnim koeficijentima) i neka je « koren polinoma p, tada je i konjugovani
broj @ takode koren polinoma p.

Faktorisati polinom p(z) koji je n-tog stepena, n € NU{0}, nad poljem realnih brojeva znai napisati ga kao proizvod
polinoma prvog stepena i/ili polinoma drugog stepena koji nemaju realne korene. Dakle, ¢inioci su polinomi oblika ax + b
i/ili cx? +dx +e, d*> —4ce < 0zaa,b,c,d,e € R

Dakle, u faktorizaciji polinoma nad poljem kompleksnih brojeva osim vodeéeg koeficijenta mogu se pojaviti iskljucivo
polinomi prvog stepena, dok se nad poljem realnih brojeva osim vodecéeg koeficijenta mogu pojaviti polinomi prvog stepena
i oni polinomi drugog stepena koji nemaju realne nule.
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Teorema o racionalnim korenima: Neka je % racionalan broj, gde su p € Z i ¢ € N uzajamno prosti brojevi i neka su
koeficijenti polinoma
p(2) = apx™ + ap_12" "+ ..+ arr + ag
celi brojevi, pri ¢emu je a, - ag # 0. Tada, ako je % koren polinoma p(x), onda p deli slobodan ¢lan ag (tj. plag), a g deli
koeficijent uz najveéi stepen (tj. qla,).
ZADACI
(1) Nadi sve nule polinoma p(x):
(a) p(x) = 92t — 1223 — 1722 + 8z + 4;
(b) p(z) = 2° — 623 + 622 — T2 + 6.

(2) Naéi sve nule polinoma p(z), a zatim ga faktorisati nad poljima R i C:

(a) p(x) = 325 + 82 — 1022 — 3z + 2;

(b) p(x) = 2° —22* —z + 2.

(c) p(x) = 228 + 92° + 222* + 4523 + 5822 + 367 + 8;
(d) p(x) = 2° + 2 — 62° — 422 + 8.

(3) Odrediti realne parametre a i b tako da brojevi —1 i 2 budu koreni polinoma p(x) = z* + (a + 1) 2* — 922 + bz + 12,
a zatim za te vrednosti parametara a i b faktorisati polinom p(z) nad poljima R i C.

ZA VEZBU 1Z SKRIPTE
Zadatak 8.37, 8.40, 8.41, 8.42, 8.45, 8.49, 8.50, 8.51;
Primer 8.3, 8.5;



