BULOVA ALGEBRA

Neka je B = (B, +,-,,0,1) uredena Sestorka u kojoj je B neprazan skup, + i - dve binarne operacije skupa B, ' unarna
operacija skupa B, a 0 i 1 dva razli¢ita elementa (konstante) skupa B. Tada je B Bulova algebra ako za svako a,b,c € B

vaze
AKSIOME BULOVE ALGEBRE:
BA1: komutativnost
at+b=b+a, a-b=b-a;
BA2: distributivnost
a-(b+c)=a-b+a-c, a+((b-c)=(a+b) (a+c);

BA3: neutralni element

a+0=a, a-1=aq;
BAA4: inverzni element (komplement)

a+ad =1, a-d =0.

U svakoj Bulovoj algebri je broj elemenata oblika 2™, n € N. Dakle, ne postoji Bulova algebra sa na primer 6 elemenata,

veé samo sa 2, 4, 8, 16, ... elemenata.

Princip dualnosti: Dva tvrdenja su dualna ako se jedno iz drugog moze dobiti zamenom svih pojavljovanja + sa -, - sa +,

OsalilsaO.

Moze se primetiti da su sve aksiome Bulove algebre dualne. Zbog toga ¢e i sve teorema Bulove algebre biti dualane. To

znali da ako se dokaze neka teorema time je automatski dokazana i njoj dualna teorema.

OSNOVNE TEOREME BULOVE ALGEBRE B = (B, +,-/,0,1):

BT1: zakon idempotentnosti
at+a=a, a-a=a;
BT2: ogranicenost
a+1=1, a-0=0;
BT3: apsorbcija
at+a-b=a, a-(a+b)=ugq;
BT4:
a+ad -b=a+b, a-(ad+b)=a-b
BT5: asocijativnost
(a+b)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c);
BT6: jedinstvenost komplementa
(a+z=1ANaz=0)=2x=d;
BTT7: involucja
(@) = a;
BTS:
=1, 1 =0;
BT9: De Morganovi zakoni
(a+b) =d -V, (a-b) =d +V.

Dokaz:
BT1:
a2 a+0" 2 ava-dd 2 (a+a) (at+a) 2 (a+a) 12 a+a
BT2:
a+1"2@+1) 121 e+ 1) ™2 a+d) (a+1) Z2Pa+d 12 a+a 21
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BTS3:
a,+a.bBé3a.1+a.bBé2a.(1+b) Béla(b+1) B£2a.13é3a;
BT4:
at+d b2 (a+d) (a+b) 21 (a+b) B (a+b) 12 a+b;
BT5:
@+b)+c™2 ((a+b)+0) 12 ((a+b)+0) (a+a) " PP (a-(a+b)+a )+ (@ (a+b)+d o)

BT3, BA2 BA1, BT3, BA4

(a+a-c)+((a-a+d-b)+d-c)

PALBE L@ btd o) ™2 atd - (b+0) E at (b+o);

BT6: Nekajea+z=1 A a-x2=0.

BA3 BA4
r = x-1 =

a+((0+d-b)+d-c)

BA2 BA1 :
t-(a+d) =z a+z-d = az+d - 2Z0+d -z

BA4 BA1 BA2 pp. BA3
= a-d+d-x=d-a+d z="3d (a+2)=d 1= d;

BT7: Iz BA4 sledi

atd =1MNad=02d+a=1 /\a’~a:0£>6a:(a’)/;

BTS8: Iz BT2 i BA3 sledi

0+1=1A0-1=02 1=y,
BT9:
(a+0)+a b 22 ((a+b) +a) - ((a+0) +6) "= (@t d) +b) - (a+ b+ 1))
324 (1—|—b)(a—|—1) BAl,:BTZ]-.lBélS ,
(@+b)-a -0 PP 0 @ vy b (@8 P (0 d) 0 ()
Bé4o_b,+0.a,BAl,:BT20+OBéS .

Dakle, (a+b)+a' -0 =1 A (a—i—b)-a’-b’zog(a—l—b)/:a'-b’.

U Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) relacija <C B? definisana na slede¢i nacin:
Va,be B,a<b<=a+b=0>b
je relacija poretka.
Dokaz:
Refleksivnost: Va € B, a < a jer je po BT1 a + a = a.

Antisimetricnost: a <b A b<a=—a+b=0bA b+a:a:>a:b+a3é1a+b:b.

Tranzitivnost: a <b Ab<c=a+b=>b A b+c:c=>a+c:a+(b+c)BE5(a+b)+c:b+c=c:>a§c.

Kada se govori o relaciji poretka Bulove algebre misli se na ovu relaciju. Pod Haseovim dijagramom Bulove algebre
podrazumeva se Haseov dijagram ove relacije poretka. U odnosu na nju 0 je najmanji, a 1 najveéi elemenat.

Podalgebra Bulove algebre B = (B, +,-,”,0,1) je svaka Bulova algebra B, = (By,+,,,0,1) gde je By C B, a operacije
iz B; su restrikcije operacija iz B.

Konstante 0 1 1 u podalgebri B; su iste kao konstante 0 i 1 u Bulovoj algebri B.
Svaka Bulova algebra ima trivijalne podalgebre ({0,1},4,-,/,0,1) i samu sebe.

PRIMERI BULOVIH ALGEBRI:
1. Bulova algebra iskaznog ra¢una je uredena Sestorka (I,V,A,], L, T), gde je I = {L, T} igdesuV, Ai] poznate

operacije iskaznog racuna - disjunkcija, konjukcija i negacija. Umesto L, T, V, A1 ] Cesto se koriste redom oznake 0, 1, +, -

il.

Relacija poretka < u ovoj algebri je: p < q akko pV q <= ¢ akko p = q.

Ova Bulova algebra ima smo jednu trivijalnu podalgebru - samu sebe.
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2. Bulova algebra “partitivni skup” je uredena Sestorka (P (A),U,N,,D, A), gde je A proizvoljan neprazan skup, a
P (A) partitivni skup, skupa A.
Relacija poretka < u ovoj algebri je: X <Y akko X UY =Y akko X CY.

3. Bulova algebra delitelja broja 30 je uredena Sestorka <D30, NZS NZD, @, 1, 30) ,gdeje Do = {1,2,3,5,6,10, 15, 30}.
x

Relacija poretka < u ovoj algebri je: x <y akko NZS (z,y) =y akko z | y.
30 30

Podalgebre su osim trivijalnih (Dgo, NZS,NZD,—,1, 30) i ({17 30}, NZS,NZD,—,1, 30) jos i
x x

30 30 30
({1,30,2,15},1\723, NZD,m,1,30>, <{1,30,3, 10},NZS,NZD,:E,1,30> i <{1,30,5,6},NZS, NZD,x,l,SO).

Neka je n prirodan broj razli¢it od 1 i neka je D,, = {k € N |k |n} (skup svih delitelja broja n). Uredena Sestorka
(Dn,NZS, NZD, ﬁ, l,n) je Bulova algebra akko je n = py -p2 - ... pn, gde su pi1, po, ..., p, medusobno razli¢iti prosti
x
brojevi.

1
Primer: Dali je <D18, NZS NZD, —8, 1, 18> Bulova algebra?
x

Kako je 18 =2 -3 - 3 po prethodnom sledi da ovo nije Bulova algebra.

ZADACI

(1) Koja od slede¢ih tvrdenja su tacna u svakoj Bulovoj algebri (B, +,-,,0,1)7
e a+ab=uad;

e a+1=0];

e a-1=0;

o ab= (ab)’;
ea+ab=a+b;
°«1-0=1,

e a+b=(ab);
e ab=(d +V);
e a(a+b) =ad;

e a0+ 1=a;
e l4+c=1;
e 1-0=1;

e a+ad =a;
e d +ad =d

e at+bc=(a+0)(a+c);

e 14+c=0;
e a-0=0;
e a+a =0
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(2) Dokazati da su u svakoj Bulovoj algebri (B, +,-,,0, 1) sledeéi iskazi ekvivalentni:
(a)zy=xz; (b)z+y=y; (c)z’+y=1; (d) a2y =0.

(3)

Dokazati da su u svakoj Bulovoj algebri (B, +,-,,0,1) za sve a,b, c € B vaZi:
(a) a(be’) = (ab) (ac)’;
(b)
(¢) (ab) + (' +0) =1;
)

(d) (c<a A c<b) < c<ab.

ab=0<+= ab = q;

BULOVI IZRAZI I POLINOMI
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra

Konstanta skupa B je proizvoljan elemenat skupa B. Promenljiva skupa B je simbol koji se moze zameniti bilo kojim
elementom skupa B.

Bulovi izrazi:

1. Bulove promenljive i Bulove konstante su Bulovi izrazi.

2. Ako su A i B Bulovi izrazi ondasutoi (A+ B), (A-B), A’'i B’

3. Bulovi izrazi se dobijaju kona¢nom primenom 1. i 2.

Primer: ((z' + y) - z) jeste Bulov izraz, dok z + '+ nije Bulov izraz.

Monom je promenljiva ili njena negacija.

Primer: z, vy, z,u, o', 9/, 2/, v,

Elementarna konjukcija (EK) je konjukcija (proizvod) monoma. Elemenat 1 Bulove algebre je elementarna konjukcija.
Primer: z, xy/, 2'yzu, 1, ...

Disjunktivna normalna forma (DNF) je disjunkcija (zbir) kona¢no mnogo elementarnih konjukcija.
Primer: zy' + 2’ +zyz, zy', 1, ...

Savrsena elementarna konjukcija u odnosu na promenljive x1,xs,...,x, je elementarna konjukcija u kojoj se javlja
svaka od tih promenljivih (negirana ili ne).

SavrSena disjunktivna normalna forma (SDNF) u odnosu na promenljive z1, x5, ..., 2, je disjunktivna normalna
forma u kojoj u€estvuju samo (razli¢ite) savrSene elementarne konjukcije u odnosu na te promenljive.

Primer: xyz + x'yz + 'y’ z je SDNF u odnosu na promenljive z,y, z

Analogno se definisu elementadna disjunkcija (ED), konjuktivna normalna forma (KNF), savrsena elementadna disjunkcija
i savr§ena konjuktivna normalna forma (SKNF).

Svaki Bulov izraz se moze svesti na DNF i KNF i pri tome DNF i KNF nisu jedinstveno odredeni.

SDNF i SKNF su jedinstveno odredeni u odnosu na zadati skup promenljivih koje se pojavljuju u izrazu.
OPIS POSTUPKA NALAZENJA DNF I SDNF:

1. Koriste¢i De Morganove zakone (BT9) i zakon involucije (BT7) oslobada se delovanja komplementa na izraze u
zagradama, tako da se dobije izraz kod kog komplement deluje samo na promenljive.

2. Koristeci distributivnost operacije - prema operaciji + izraz se dovodi na oblik zbira konjukcija.

3. Koristedi zakone aa = a, aa’ =01 a+ 0 = a i uklanjaju’i viSestruka pojavljivanja jedne promenljive u jednoj konjukeiji
dobija se izraz u obliku DNF.

4. Da bi se od (bilo koje) DNF dobila SDNF svaku elementarnu konjukeiju treba po potrebi prosiriti promenljivama koje
se u njoj ne pojavljuju.
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5. Na kraju se samo jo§ koristeéi idempotentnost uklone sve savrSsene elementarne konjukcije koje se u zbiru pojavljuju
viSe puta.

Primer: I = (z-(y +2') 2z +a'y'2
1. Koriste¢i De Morganove zakone ((a +b) = a’' -V, (a-b) = a’ + V') i zakon involucije ((a/)" = a;) oslobadamo se
delovanja komplementa na izraze u zagradama, tako da se dobije izraz kod kog komplement deluje samo na promenljive.
I= (x’ + (' + z')/) 242y =@ )2+ a2y S
2. Koristedi distributivnost operacije - prema operaciji + izraz se dovodi na oblik zbira konjukcija.
1.0 7

I=22+yzz+2'y7.

3. Koristedi zakone aa = a, aa’ =01 a+ 0 = a i uklanjaju’i viSestruka pojavljivanja jedne promenljive u jednoj konjukciji
dobija se izraz u obliku DNF
I=a'24+yz+2'y7.
4. Da bi se od (bilo koje) DNF dobila SDNF svaku elementarnu konjukeiju treba po potrebi prosiriti promenljivama koje
se u njoj ne pojavljuju
I=2"(y+y)z+ (@ +2")yz+2'y2 =2"yz + 2"y 2 + 2yz + 2'yz + 2'y'2.
5. Na kraju se samo jo§ koristeéi idempotentnost uklone sve savrSene elementarne konjukcije koje se u zbiru pojavljuju

viSe puta

I=2"yz+ 2"y 24+ 2yz +2'y'2.

ZADACI
(1) Svesti na DNF i SDNF sledeée Bulove izraze:
(a) hi=a(y'2);
) Io=2(3"+y)+ 9
) Is=(z+9'2) (y+2');
d) Li=("+y) +y'z
) Is = (& +y) (2y);
) Is =y (z +y2);
) Ir = (z+y) (@ +y)2

BULOVE FUNKCIJE
Bulova funkcija od n promenljivih je svako preslikavanje f : B® — B.

Na dalje ¢e se posmatrati samo Bulove funkcije definisane na dvoelementnoj Bulovoj algebri ({0,1},+,-,,0,1).

Svaki Bulov izraz jednozna¢no odreduje Bulovu funkciju, a jednoj Bulovoj funkciji odgovara vise (beskona¢no mmnogo)
ekvivalentnih Bulovih izraza.

Ako je f(x1,...,x,) Bulova funkcija, definisana na dvoelementnoj Bulovoj algebri ({0,1},4+,-,,0,1), tada se SDNF
(SKNF) mogu konstruisati na sledeé¢i naéin:

SDNF (f (21,...,2,)) = Z floa,. .. an) it a0,
(a1y...,a)€{0,1}"
SKNF (f (x1,...,2,)) = H (f(al’.“,an)erWloq+“'+xlocn>’
(a17~~-7an)6{0a1}"
r, a=1
dejez®=1<" .
gde je x {x’, a0
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Primer:
x|y | f(zy)
) 8 (1) (1) SDNF (f (z,y)) =0-2-y°+1-2% y' +0-2'-y° +1 2" -y =2’y +ay,
a
1o o SKNF(f(z,y) =(O0+a'+y") (1+2'+y°) (0+2+y!) - (1+2°+4°) = (z+y) (&' +).
11 1
|y |z f(zy)
0[0]0 0
0|01 0
b) 8 Lo 1 SDNF (f (z,y)) =a'yz' +2'yz+ zy'z + zyz,
11
1lolo 0 SKNF (f (z,y)) =(+y+2)(c+y+2)(@ +y+2)(@ +y +2).
1101 1
110 0
111 1

DNF &, je prostija od DNF @, akko je broj mooma od ¢ manji ili jednak broju monoma od &5 i ako je broj elementarnih
konjukcija u €1 manji ili jednak broju elementarnih konjukcija u @5, gde je bar jedna od pomenutih nejednakosti striktna.

Minimalna disjunktivna normalna forma (MDNF) je ona od koje ne postoji prostija koja odreduje istu Bulovu
funkciju.

Za odredivanje MDNF koriste se Karnoove karte.

Izgled Karnoovih karata:

(1) sa dve promenljive y
/

Y

(2) sa tri promenljive j,

vyly v |y
x z |2 2
z u
!/
o . z u
(3) sa Cetiri promenljive — ,
z u
Z u
! !
vyly v vy
Osnovni ¢etvorouglovi:
Osnovni obeleZeni ¢etvorouglovi:
x| %
x| %

Maksimalni obelezeni osnovni ¢etvorougao je onaj osnovni obelezeni ¢etvorougao koji se ne sadrzi ni u jednom drugom
osnovnom obelezenom ¢&etvorouglu.

Maksimalnom obelezenom osnovnom Cetvorouglu jednozna¢no odgovara jedna prosta implikanta.
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MDNF se dobija tako $to se uzme minimalan broj maksimalnih obeleZenih osnovnih &etvorouglova (prostih implikanti)
takvih da je sa njima prekriveno svako obeleZeno polje i napravi se njihova disjunkcija.

Primer

a) f(z,y) =2y + 2’y + 2y,

b) f(z,y,2) = zyz + xy'z + 2yz’ + 2'y'2,

c)

z/0 00O OOOOT1 1111111
y|/0O00OOOT1 1 1 1 000O0TO0T1T1T11
2|0 01 1 0 01 100T1T1U060T11
w/01 01 010101010101
f[1 101 010110000101
ZADACI

(1) Nadi sve proste implikante i minimalne DNF Bulovih funkcija datih svojom tablicom vrednosti ili odgovarajuéim
Bulovim izrazom:
(a) f(z,y,2) =xyz +ay'z + xyz’ + 2'y'2;

(b) f(z,y,2) = zyz + 2'yz + zy'z + 2y’ + 2"y’

T 000O0T1T1T1°1

© y 00110011

¢ P 0101010 1°

f@y,z) |l 0 1 0 1 1 1 1

T 0000T1T1T1°1

y 00110011

(d) 2 0101010 1°

flx,y,2) |1 01 0 1 1 0 1
(e) f(z,y,2) =zyz +xy' + 2'y;

) f(z,y,2z,u) =zy zu+ zy' 2u + zy/'2'v' + xy'2'u + zyz’'u + 2’y 20" + 2'y2 u;

x 0000O0OODO0GOTT1T11111°]1
y 0000111100001 11°1
(g) 2 001100711 00T1T1GO0GO0T11;
u 0101010101071 01°01
fy,z2)]0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 I 0 1
x 0000O0OOOO0OTI1T111 1111
y 00001111 0000T111°1
(h) z 00110011 0071T100T11;
u 01010101 01010101
f@y2|1 1 100010T101T1T1O000

To oot

(i) f(z,y,2z,u) = xyzu + zy'zu + 2'yzu + zyzu’ + xy' 20’ + 2'yzu’ + vy2'v’ + 2’y 20 + zy2'u;

1o o7

(G) f(zyy,z,u) =2y +xyz + 2’y 2 + 2'yzu.

ZA VEZBU:1Z SKRIPTE
Zadatak 5.1, 5.3, 5.4, 5.6, 5.12 a,c, 5.14;
Primer 5.14;



