Realne funkcije dve (vise) realne promenljive

Preslikavanje f : D — R, D C R? naziva se realna funkcija dve realne promenljive i obelezava sa z = f (z,y). Skup

D je domen ili oblast definisanosti.

2.4 .2
Primer 1. Ako je f (z,y) = x2l-y tada je
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Primer 2. Oblasti definisanosti slede¢ih funkcija su:
zln(a:2+y2 —1)
D= {(z,y) eR? | 2? +y*> > 1}
1
2) flz,y)=—=

D= {(z,y) eR? | 2? +y*> < 1}
(4) f(z,y) =+vInx+Iny

D={(z,y) eR?*|z>0Ay>0 Awy >1}.
Parcijalni izvodi prvog reda (ili prvi parcijalni izvodi)

Neka je funkcija z = f(x,y), definisana nad D C R2. Neka tacke (z,y), (z+ A z,9), (z,y+ Ay) i (z+ Az, y+ A y)
pripadaju oblasti D.

Parcijalni prirastaj funkcije z po promenljivoj x je

sz:f(x—&—Ax,y)—f(z,y),

a parcijalni prirastaj funkcije z po promenljivoj y je

Dy z=flzy+oy)—f(zy).
Totalni prirastaj funkcije z je
Az=f(z+Lz,y+ Ay — f(x,y).
Parcijalni izvod prvog reda po x funkcije z = f (z,y) je grani¢na vrednost koli¢nika parcijalnog prirastaja A, z i prirastaja

. .. . z .
A x kad A x tezi nuli, i obelezava se sa —, tj.

oz
8Z_ li AIZ_ lim f(3?+A$,y)—f(l‘,y)

— = lim
ox rx—0 AT Azx—s0 Ax

Analogno je, parcijalni izvod prvog reda po y funkcije z = f (z,y)

0z o AvFp f(m,y—l—Ay)—f(a?,y).

- = 1m
dy bsy—0 Ay Ay—s0 Ay

Dakle, parcijalni izvod funkcije z = f (x,y) po « jednak je obi¢nom izvodu po x, pod pretpostavkom da je y konstanta.
Analogno vaZi i za parcijalni izvod po y.
Primer 3. Ako je f (z,y) = 2%y?, onda je
0z
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1



Prvi totalni diferencijal (ili totalni diferencijal prvog reda) funkcije z = f (z,y)

Neka funkcija z = f (z,y) ima neprekidne parcijalne izvode u nekoj okolini tacke M (z,y). Tada se izraz

naziva prvi totalni diferencijal funkcije z = f (z,y).

Primer 4. Prvi totalni diferencijal funkcije f (x,y) = 22y> je
0z 0z

dz = ——dx + ——dy = 2xy>dr + 32y dy.
Ox Qy

Parcijalni izvodi drugog reda (ili drugi parcijalni izvodi)

Parcijalni izvodi % i g—z su u opstem sluc¢aju opet funkcije dve promenljive x i y, pa se mogu odrediti i njihovi parcijalni
izvodi ukoliko postoje. Tako se mogu dobiti ¢etiri nova parcijalna izvoda drugog reda funkcije z = f (x,y)
0%z 02z 0%z . 0%z
822" 9zdy’  Oydz ! ay2
0z 0%z 0%z

i ——— neprekidni u okolini tacke M (z,y) onda vazi

9z 0z &z
Oz’ Oy’ Oxdy Oyox

Ako su funkcija z = f (z,y) i njeni parcijalni izvodi

da je
?z 9%z
0xdy  Oydx’
0? 0? 0? 0?
Primer 5. Parcijalni izvodi drugog reda funkcije f (z,y) = z2y> su a—; =23 Bacazy = 8y8zx = 6xy? i a—y; = 622y.

Drugi totalni diferencijal funkcije (ili totalni diferencijal drugog reda) z = f (z,y)

Neka funkcija z = f (z,y) ima neprekidne parcijalne izvode drugog reda u nekoj okolini tacke M (x,y). Tada se izraz

0%z 0%z 0%z
A’z = —da* +2 dedy + —
T * 0xdy o y+3y2

naziva drugi totalni diferencijal funkcije z = f (z,y).

dy2

Primer 6. Drugi totalni diferencijal funkcije f (z,y) = 2%y je
0%z 0?2 0?2
=~ da® +2——dady + —
By + 0x0dy vy + 0y?

Ekstremne vrednosti

d*z dy? = 2y3da® + 12zy>dzdy + 62%ydy>.

Funkcija z = f (z,y) definisana u oblasti D C R? ima lokalni ekstrem u tacki (x,y) ako je A z istog znaka za sve dovoljno
male vrednosti A 1 A y ( (z,y), (x+ A z,y+ A y) pripadaju oblasti D), i to lokalni maksimum ako je A z < 0, a lokalni
minimum ako je A z > 0.

Potreban uslov da diferencijabilna funkcija z = f (x,y) ima lokalni ekstrem u tacki T (g, yo) € D jeste da je

% (zo,90) =0 i % (z0,y0) = 0.
Tacke u kojima je zadovoljen potreban uslov za lokalnu ekstremnu vrednost nazivaju se stacionarne tacke.
Dovoljani uslovi za postojanje lokalne ekstremne vrednosti funkcije z = f (z,y) u tacki T
% Neka je T (xg,yo) stacionarna tacka funkcije z = f (z,y). Neka u nekoj okolini tacke T" (zo, yo), ukljucujuéi i tu tacku,

funkcija z = f (x,y) ima neprekidne parcijalne izvode. Tada, ako je

(1) (d?2), > 0 za (dz,dy) # (0,0), funkeija z = f (z,y) u tacki T (20,o) ima lokalni minimum;

(2) (d?2), <0 za (dz,dy) # (0,0), funkcija z = f (z,y) u tatki T (xo, yo) ima lokalni maksimum;
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(3) (d?z), menja znak za (dx,dy) # (0,0), funkcija z = f (x,y) u tacki T (xo,yo) nema lokalne ekstreme.
¥ Neka je T (zo,yo) stacionarna tacka funkcije z = f(x,y). Neka u nekoj okolini tacke T (zo,yo), ukljuéujuéi i tu tacku,
funkcija z = f (x,y) ima neprekidne parcijalne izvode i neka je

0%z 02z 0%z
= 92 (Zo,90), s = 873;2 (zo,90), t= W@y (0, o) -

Tada, ako je

(1) rs—t2>01ir >0 (ili s > 0), funkcija z = f (x,y) u tacki T (29, yo) ima lokalni minimum;

(2) rs—t2>0ir <0 (ili s <0), funkcija z = f (x,y) u tacki T (z9,yo) ima lokalni maksimum;

(3) rs —t2 <0, funkcija z = f (x,y) u tacki T (z9,yo) nema lokalne ckstreme;

(4)

4) rs —t? = 0, potrebna su dalja ispitivanja.



