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Predgovor i napomene

Ove skripte su namenjene studentima osnovnih strukovnih studija na smeru Softver-
ske i informacione tehnologije odseka Racunarstvo i automatika na Fakultetu tehnickih
nauka u Novom Sadu.

U gradivo Matematike 1 spadaju sledece oblasti:
e logika,

e relacije,

o funkcije,

e kombinatorika,

e Bulove algebre,

e grupe,

e prsteni,

o polia,

e polinomi,

o kompleksni brojevi,
e determinante,

e sistemi linearnih jednacina.



Standardne oznake

|A] - kardinalni broj skupa A.

N - skup prirodnih brojeva (N = {1,2,3,...}).
Z - skup celih brojeva.

Q - skup racionalnih brojeva.

I - skup iracionalnih brojeva.

R - skup realnih brojeva.

C - skup kompleksnih brojeva.

Q™ - skup pozitivnih racionalnih brojeva.

R* = (0, 0) - skup pozitivnih realnih brojeva.
1 - imaginarna jedinica.

Dy - domen resavanja jednacCine J.

R - skup resenja jednacine J.

D,, - skup delitelja broja n.

F [x] - skup svih polinoma sa koeficijentima iz polja (ili prstena) F'.
7! - inverzna funkcija funkcije f.

D(f) - domen funkcije f.

K (f) - kodomen funkcije f.

is - identicka funkcija skupa A.

tz - translacija za vektor d.

PT.« - Totacija oko tacke T za ugao a.

hr x - homotetija u odnosu na tacku 7', za koeficijent k.
o7 - centralna simetrija u odnosu na tacku 7.
0 p - osna simetrija u odnosu na pravu p.

0o - ravanska simetrija u odnosu na ravan «.
pr, - projekcija na pravu p.

pr,, - projekcija na ravan a.



K(C,r) - kruzZnica sa centrom u tacki C, poluprecnika r.

K (C,r) - krug sa centrom u tacki C, poluprecnika r.

Vi = W =n-(n—1)-...-(n—k+1) - broj varijacija bez ponavljanja od n
n—k)!
elemenata klase k < n.

\_/Z = nk - broj varijacija sa ponavljanjem od n elemenata klase k.

P, =V} =n! - broj permutacija od n elemenata.

n'

(n) = ———— - broj kombinacija bez ponavljanja od n elemenata klase
k!l kl(n—-k)!

Cp =
k<n.

5’,: = CZ”“l = (”*:71 ) - broj kombinacija sa ponavljanjem od n elemenata klase
k.

det(A) - determinanta kvadratne matrice A.






Glava 1
Logika, skupovi i relacije

Definicije osnovnih logickih operacija:

Negacija (NOT): Konjunkcija (AND): Disjunkcija (OR):
1 AlL T (VR
1| T 1| L L 1L T
T | L T|L T T T T
Ekskluzivna (iskljucna) o .. ) . .. .
disjunkcija (XOR): Implikacija (IF): Ekvivalencija (IFF):
= | L T S| LT
viie T
1| T T 1 | T L
1| L T
T|L T T|L T
T| T L1

Uocimo da je implikacija netacna samo ako je prvi operand (premisa) T a drugi
(zakljucak) L. U svim ostalim slucajevima je implikacija tana. Na primer, im-
plikacija 1+1=3 = 1+1=4 je tacna.

Za iskazivanje raznih tvrdenja nam nisu dovoljne samo logi¢ke operacije, ve¢ se
moramo sluZiti i kvantifikatorima 3 (Citamo ,,postoji”) i V (Citamo ,,svaki”’). Na pri-
mer, iskazi Vx, xe R = x>=1#0i3dx, xe R = x>—1 # 0 se ne moZe zapisati
bez kvantifikatora, i, kao Sto vidimo, oni imaju razliit smisao, i razliCite istinitosne
vrednosti (prvi od ovih iskaza je netacan, a drugi je tacan).

& Ipak, ukoliko ispred iskaza koji sadrZi neku promenljivu x ne stoji ni jedan kvan-
tifikator, tada ispred iskaza podrazumevamo Yx. Na primer, ukoliko razmatramo neke
osobine skupa realnih brojeva, tada umesto Vx, x2+1 # 0 skraéeno piSemo Z+1#0,
i podrazumevamo da se ovaj iskaz odnosi na svako x € R.

Tacne iskaze nazivamo jos i tautologijama. Na primer, slede¢e formule su tauto-
logije, i opisuju neke dobro poznate logicke zakone. U njima su sa p, g i r oznacene
promenljive koje uzimaju vrednosti iz skupa {.L, T} istinitosnih vrednosti.

@ (pAg) = (gADp)
(pvg) ©(@Vp)



(komutativnost konjunkcije i disjunkcije);

@ (pAgVn) & (pAQV(PAT)
(pVigAn) e ((pAgV(pAT))
(distributivnost konjunkcije prema disjunkciji, i distributivnost disjunkcije prema
konjunkciji);

@ (pA(gAn) & (pAGAT)
(pVigvr) e ((pVeVr)
(asocijativnost konjunkcije i disjunkcije);

@ (pAlp) & L

(pvip & T
(zakon iskljuCenja treceg);

® (p=>q9 < g=1p)
(zakon kontrapozicije);

® 1(pArg) < (IpVip)
1(pVg) = (pAlp)
(De-Morganovi zakoni);

@ llpep
(zakon uklanjanja dvojne negacije);

(=9 < dpVvae.

Skupovne operacije i relacije se definiSu pomocu odgovarajucih logickih operacija:
> unija skupova: AUBY {x| x€eA V x€B},

presek skupova: ANB &ef {x| xeA A xeB},

skupovni komplement (apsolutni): ngf {x]| x¢A}

skupovni komplement u odnosu na skup E: ZE & {x| xeE AN Xx¢A},

razlika skupova: A\B% (x| xeA A x¢B),

simetri¢na razlika skupova: A A B (x| xeA Y x¢B),

Jjednakost skupova: A =B akko Vx, x€eA & x€B,
skupovna inkluzija:. A CB akko Yx, x€ A = x€B.

YYY YV VYV VYV

I’= Vodimo racuna o razlici izmedu ,,skupovnog komplementa” i ,,skupovnog kom-
. . —R .=
plementa u odnosu na referentni skup E”. Na primer Q =1, dokje Q ={x| x¢ Q}
skup svega $to nije racionalan broj (elementi ovog skupa nisu samo brojevi).
. . . —E 2
& Ukoliko podrazumevamo da nam je referentni skup E , tada umesto A skraeno
p J p
piSemo A. Na primer, ako razmatramo neke zakonitosti u skupu realnih brojeva, tada
—R . J—
umesto Q =1 skraceno pisemo Q = I.
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Skupovne operacije i relacije imaju razne dobro poznate osobine. Slede, primera
radi, neke od njih.

® ANB=BNA
AUB=BUA
(komutativnost preseka i unije);

O ANBUC)=ANBUMANC)
AUBNC)=(AUBNAUC)
(distributivnost preseka prema uniji, i distributivnost unije prema preseku);

® AN(BNC)=(ANBNC
AUBUC)=(AUB)UC
(asocijativnost preseka i unije);

O A ﬂEEZ 0
AUA =E (gdeje E univerzalni ili referentni skup);

® ACBo BCA;
® ANB=AUB
AUB=ANB
(De-Morganovi zakoni za skupove);
(7] X =A;
® ACB © AUB=E (gde je E univerzalni ili referentni skup).

Svaka od ovih skupovnih osobina se moZe dokazati pozivanjem na odgovarajucu
tautologiju. Sledi, primera radi, dokaz osobina @ i @. U njima je sa E oznaCen univer-
zalni, odnosno referentni skup.

2. Dokazimo jednakost AN(BUC) = (ANB)U(ANC) iz O (distributivnost pre-
seka prema uniji), a analogno se dokazuje i distributivnost unije prema preseku.
Koriste¢i definicije skupovnih operacija i relacija dobijamo

ANBUC)=ANB)UMANC)

akko VxeE, (xeAN(BUQC) e (xe(ANBYUANCQC))

akko Vx€E, (xeAAxeBUC)o (xeANBVxeANC(C)

akko Vxe€eE, (xeAAN(xeBVxe() o (xeAAxeB)V(xeAAxel))

akko Vx€E, (pxA(gxVry) © (pxAgx)V (px ATx)),

gde su sa py, g 1 ¥y redom oznaceni iskazi x € A, x € Bi x € C. Kako je formula
(px A (gxVTry) © ((px Agx) V (px A ry)) prva od tautologija iz @, sledi da je tacna
i prva relacija iz @.

4. Dokazimo jednakost ANA = 0 iz @, a analogno se dokazuje i druga. Koristeci
definicije skupovnih operacija i relacija dobijamo
ANA=0 B
akko Vx€eE, (xeANA) e x€0
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akko Ver,(xeA/\er)@xe(Z)
akko Vx€eE, (xeAAN(lx€eA) o xel
akko  VYxekE, (pxA(lpx)) & L,

gde je sa p, oznacen iskaz x € A. Kako je formula (p, A (1px)) & L prva od
tautologija iz @, sledi da je tacna i prva relacija iz @.

Dekartov proizvod skupova A i B, odnosno skupova Aj,A,...,A, se definiSe i

oznacava na slede¢i nacin:

AxBY {(a,b)| acAAbeB),

Ay XArx .. XA, S (ar,an,....ay) | Vie(1,2,....n), a; € A;).

> Specijalno, za A = B, kaoiza A = Ay =... = A, = A, piSemo
A% = AXA, A" =AXAX...XA.
————
n puta

Sto se tice relacija, razmatracemo samo binarne relacije skupa A # 0.

Definicija 1.1 Binama relacija (skraceno, relacija) p skupa A je neki podskup skupa
uredenih parova skupa A, tj. p C A2

I’ 0 CA%i A% C A? su takode binarne relacije (prazna i puna relacija).

& Uobikajeno je za mnoge poznate relacije p da se &injenica (x,y) € p zapisuje sa
xpy (infiks notacija), ili, rede, sa p(x,y) (prefiks notacija); na primer, umesto (3,5) €<
piSemo 3 < 5.

®  Dijagonala skupa A # 0 je relacija a4 = {(x,x) | x € A).

Definicija 1.2 Inverzna relacija binarne relacije p skupa A je p~' = {(b,a) | (a,b) € p}
(skup ,,obrnutih” uredenih parova).

Relacije moZemo zadati na razne na¢ine. Neka je npr. A = {1,2,3} i relacija p C A2
opisana na sledecih nekoliko ekvivalentnih nacina:

w nabrajanjem elemenata: p = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2)},
= opisno pomodu drugih poznatih relacija i/ili operacija:
o= {(x,y)eA2 | x2+y36},

= tabli¢no: pll1]2]3

* * *

1
20 = | *
3

w oraficki:
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> Nabrajanjem, tabli¢no i graficki moZemo predstaviti samo relacije sa konac¢no
mnogo elemenata.

> Relacije moZemo opisati i re¢ima govornog jezika. Na primer, u skupu R? moZze-
mo definisati relaciju % na slede¢i nacin:

A®B & tacke A1 BleZe uistom kvadrantu.

Relacije mogu imati razne osobine. Izdvajaju se sledece 4 najvaZznije, koje se mogu
definisati na viSe ekvivalentnih nacina. Kod sve 4 osobine je prvo navedena izvorna
definicija, a zatim neke od ekvivalentnih, pri ¢emu je kao poslednja ekvivalentna defi-
nicija svuda navedena negacija koju takva relacija ne sme da ima.

Definicija 1.3 Osnovne osobine binarne relacije p skupa A # 0:

(R) refleksivnost - ekvivalentne definicije:
(R1) VxeA, xpx;
(R«) 13xe€A, lxpx;

(S) simetri¢nost - ekvivalentne definicije:
(S1) Vx,yeA, xpy = ypx;
(82) Vx,yeA, (xpy A ypx) V (Ixpy A lypx);
(S) 1dx,y €A, xpy Alypx;
(A) antisimetricnost - ekvivalentne definicije:
(Al) Vx,yeA, (xpy A ypx) = x=Yy,
(A2) Vx,yeA, (xpy A x#y) = lypx;
(A3) Vx,yeA, x#y = (lxpyV lypx);
(Ax) Tdx,y€A, x#y A xpy A ypx;

(T) tranzitivnost - ekvivalentne definicije:

(T Vx,y,z€A, (xpy A ypz) = xpz;
(M=) 13Ax,y,z€ A, xp0y A ypz A xpzs

Simetricnost i antisimetricnost nisu uzajamno suprotne osobine; kao $to ¢emo
videti na primerima, postoje relacije koje imaju oba svojstva, kao i relacije koje
nemaju ni jedno od ta dva svojstva.

2 Ponekad je, naroCito ako je relacija zadana nabrajanjem elemenata, osobine naj-
laksSe ispitivati pomocu definicija (D*). Ako je relacija p zadana na nekom skupu A
nabrajanjem elemenata tj. uredenih parova, osobine refleksivnosti, simetricnosti i an-
tisimetricnosti mozemo ispitivati tako $to traZimo da li postoji bar jedna ,,smetnja”
za posmatranu osobinu, te ako ne nademo ni jednu takvu smetnju, tada relacija ima
posmatranu osobinu (vidi zadatak 1.1):

(R) relacija p je refleksivna ako i samo ne postoji ni jedan element x € A takav da
(x,x) & p;

(S) relacija p je simetric¢na ako i samo ako u relaciji ne postoji ni jedan uredeni par
(x,y) takav da ,,obrnuti” par (y, x) ne pripada relaciji;
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(A) relacija p je antisimetricna ako i samo ako u relaciji ne postoji ni jedan uredeni
par (x,y) sa razli¢itim komponentama x i y, takav da se u relaciji nalazi i ,,obrnu-
ti” par (v, x);

(T) relacija p je tranzitivna ako i samo ako u relaciji ne postoje uredeni parovi (x,y)
i(y,z) sax#yiy# gz, takvi da se u relaciji ne nalazi i uredeni par (x,z).

Pri ovakvom ispitivanju simetricnosti, antisimetricnosti i tranzitivnosti, parove oblika
(x, x) nije potrebno ispitivati jer oni svakako ne mogu da ,.kvare” razmatranu osobinu.

2 Akojerelacija p zadana u skupu R, osobine refleksivnosti, simetricnosti i antisimet-
ricnosti moZemo ispitivati i ,,graficki” - svaki uredeni par (x,y) € p moZemo predstaviti
(ucrtati) u R? ravni (vidi zadatak 1.3):

(R) relacija p je refleksivna ako i samo ako svaka tacka prave y = x pripada ,,grafiku”
relacije p;

(S) relacija p je simetric¢na ako i samo ako za svaku tacka ,,grafika” relacije p, i njoj
simetri¢na tacka u odnosu na pravu y = x takode pripada ,,grafiku” relacije p;

(A) relacija p je antisimetri¢na ako i samo ako za svaku tacka ,,grafika” relacije p
koja ne pripada pravoj y = x, njoj simetri¢na tacka u odnosu na pravu y = x ne
pripada ,,grafiku” relacije p.

Sli¢no moZemo postupiti i sa relacijama definisanim na skupovima Q, Z, N, .... Za
ispitivanje tranzitivnosti ne postoji ovakvo zgodno pravilo vezano za grafik relacije.

2 Ako je binarna relacija p zadana na nekom skupu A tako $to je zadana funkcionalna
veza medu komponentama x iy (npr. p = {(x, y) e R? | y= xz}), osobine refleksivnosti,
simetri¢nosti 1 antisimetricnosti mozemo ispitivati i analizom reSivosti odgovarajuéih
jednagina u skupu A (vidi zadatke 1.2 i 2?). Npr. ako je p = {(x,y) € A? | y = f ()}
(gde je f: A — A), tada:

(R) relacija p je refleksivna ako i samo je svako x € A reSenje jednacine x = f (x);
(S) relacija p je simetri¢na ako i samo vazi f(x) =y = f(y) = x, odnosno ako je
f(f(x))=xzasvako x € A;
(A) relacija p je antisimetricna ako i samo vazi (f(x)=y A f(y)=x) = x=y,
odnosno ako i samo ako ne postoji x € A takvodaje f(x) #x A f(f(x) =x;
(T) relacija p je tranzitivna ako i samo ako vazi (f(x)=y A f(y)=2) = f(x)=2,
odnosno ako i samo za svako x € A vazi f(f (x)) = f(x).
Pri ovakvom ispitivanju simetricnosti, simetricnosti i tranzitivnosti, parove oblika (x, x)
nije potrebno ispitivati jer oni svakako ne mogu da ,.kvare” razmatranu osobinu.

Zadatak 1.1 Ispitati osobine sledecih binarnih relacija skupa A = {1,2,3,4,5,6}:

p1=1{(1,1),(1,2),(3,4),(2,3)}, RS AT
p2={(1,1),(2,2)}, RSAT
p3=1{(1,2),(4,5),(2,3),(1,3),(1,4),(2,4),(1,5)}, RSAT
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—_
w

p4 =10, RS AT
ps = A2, RS AT
P6 = Mg, RS AT

w Resenje: Podvucena slova oznacavaju svojstvo koje doti¢na relacija ima. Vecinu
osobina mozemo najlakse ispitati koriste¢i formulacije (D*) iz definicije 1.3 (vidi ko-
mentar na strani 11).

Relacija p; nije refleksivna jer npr. (2,2) ¢ p;. Nije ni simetri¢na jer npr. (1,2) € p;
i(2,1) ¢ p;. Jeste antisimetri¢na jer za sve (x,y) € p; sa x # y redom utvrdujemo da
(v,x) ¢ p1. Nije tranzitivna jer npr. (1,2) € p1, (2,3) €p11(1,3) € p1.

Relacija p; nije refleksivna jer npr. (3,3) ¢ p. Preostale tri osobine sigurno ima jer
u relaciji nema parova (x,y) € ps sa x # y, te ne moze da postoji ni jedna smetnja za te
tri osobine (vidi napomenu posle zadatka).

Relacija p3 nije refleksivna jer npr. (1, 1) ¢ p3. Nije ni simetri¢na jer npr. (1,2) € p3
i(2,1) ¢ p3. Jeste antisimetricna jer sadrZi samo parove (x,y) kod kojih je x <y, te
iz tog razloga ne moze da bude (x,y) € p3 i (y,x) € p3. Nije tranzitivna jer (2,4) € p3,
(4.5 €p31(2,5) ¢ p3.

Za relaciju p4 vaze iste osobine i uz ista obrazloZenja kao i za relaciju p».

Relacija ps jeste refleksivna jer sadrZi sve uredene parove, pa i sve oblika (x,x).
Jeste i antisimetri¢na i tranzitivna jer sadrZi sve parove pa su implikacije xpy = ypx i
(xpy A ypz) = xpz uvek tacne zato §to su svi iskazi u implikacijama uvek tacni. Nije
antisimetricna jer npr. (1,2) € p5 i (2,1) € ps.

Relacija pe ocigledno jeste refleksivna, a ima i sve ostale osobine iz istih razloga
kao i relacija ps (samo ova relacija, tj. dijagonala skupa, ima sve 4 osobine). vl

= Ako neka relacija u sebi ima samo parove oblika (x, x) (ne obavezno sve parove
tog oblika), tada takva relacija jeste i simetriCna i antisimetri¢na i tranzitivna iz istog
razloga kao relacija p, u prethodnom zadatku.

Zadatak 1.2 Ispitati osobine sledecih binarnih relacija skupa N = {1,2,...}:
pr={(,x+1) [ xeN},
p2={(1,D},
p3={(x,y) | x+y=2002, x,y € N},
pa={(x,y) | x,yeN, y=2x+3},
ps ={(2x,2x) | xe N},

o B v I o s o Bl
» »Ilvin 0
> > > I> >
= 1= == —

w Resenje: Podvucena slova oznacavaju svojstvo koje doti¢na relacija ima. Osobine
moZemo ispitivati i analizom jednakosti f; (x) 2l y po x,y € R (vidi napomenu na strani
12), gde je f; funkcija koja opisuje y komponentu u relaciji p;, dakle fi(x) = x+1,
LX) =7, f3(x)=2002—-x, fa(x)=2x+3,i fs(t)=tzat=2x.
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Relacija p; nije refleksivna jer npr. (1,1) ¢ p; (ako je prva komponenta 1, druga
mora biti 2 a ne 1); drugim recima, npr. x = 1 nije reSenje jednacine x = x+ 1. Nije
ni simetri¢na jer npr. (1,2) € p1 i (2,1) ¢ p; (ako je prva komponenta 2, druga mora
biti 3 a ne 1); drugim rec¢ima, jeste fi (1) =2 ali nije fi (2) = 1. Jeste antisimetri¢na jer
za sve (x,x+1) € p1 vazi (x+1,x) ¢ p; (ako je prva komponenta oblika x + 1, druga
mora biti x+2 # x); drugim re¢ima, ne postoji ni jedan element x € N takav da je
fix)=x+1#x A fi(fi (x)) = x+2 = x. Nije tranzitivna jer npr. (1,2) € py, (2,3) € p;
i (1,3) ¢ p1 (ako je prva komponenta 1, druga mora biti 2 pa ne moZe biti 3); drugim
reCima, jednakost fi (fj (x)) = x+2 = x+1 = f] (x) nije tatna npr. za x = 1.

Za relaciju py vaZze iste osobine i uz ista obrazloZenja kao i za relaciju p; iz zadatka
1.1.

Relacija p3 nije refleksivna jer npr. (1,1) ¢ p3. Jeste simetri¢na jer (x,y) € p3 znaci
da je x+y = 2002, odakle sledi y + x = 2002 odnosno (y,x) € p3. Nije antisimetri¢na
jer npr. (1,2001) € p3 i (2001, 1) € p3. Nije ni tranzitivna jer vazi npr. (1,2001) € ps3,
(2001,1) e p3 i (1,1) ¢ p3.

Relacija p4 nije refleksivna jer npr. (1,1) ¢ p4 (ako je prva komponenta 1, druga
mora biti 2-1+3 =5 ane 1). Nije ni simetri¢na jer npr. (1,5) € p4 1 (5,1) ¢ pa (ako je
prva komponenta 5, druga mora biti 2-5+3 = 13 ane 1). Jeste antisimetri¢na jer za
(x,y) € pg vaziy =2x+3, aiz (y,x) € pg sledi x = 2y + 3, Sto je nemogucle jer sistem
jednacina y =2x+3 A x=2y+3 nema reSenja po x,y € N (iz sitema bi uvrStavanjem
prve jednacine u drugu dobili x = 2(2x+3) +3 = 4x+9 odnosno x = -3 ¢ N). Nije
ni tranzitivna jer npr. (1,5) € p4, (5,13) € pa 1 (1,13) ¢ p4 (ako je prva komponenta 1,
druga mora biti 5 pa ne moze biti 13).

Relacija ps nije refleksivna jer npr. (1,1) ¢ ps5, a sve ostale osobine ima iz istih
razloga kao i relacija p; iz zadatka 1.1.

Za vezbu moZete ispitati osobine relacija p;, p3, p4 1 p5 analizom reSivosti odgova-
rajucih jednacina, onako kako je to uradeno za relaciju p;. vl

Zadatak 1.3 Ispitati osobine slede¢ih binarnih relacija skupa R:
pr={(x 1| xeR},
p2={(xy) | x+y=0, x,yeR},

{1 2=y xyeR)

{

{

{

(xy) | x,yeR, y=0},

(x,y) | max{x,y} =y, x,y R},

(x,3x) | xe R},

{

(x,y) | xeR, ye[x,x+1]},
{(x,2%) | xeR},
(Ol | xe R},
p1o={(x2x-3)| xeR},
pii ={(x,x) | xeR*},
p12 =1{(=2,-2),(=2,2),(2,-2),(2,2)},

P3
P4
Ps
P6
P17
P3
P

V|V IV DV VIV V|V IDVIWW I D
nln v v »wmwmnlnln on
> >I>

== == = A A= 14 =14
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= Resenje: Podvucena slova oznacavaju svojstvo koje doti¢na relacija ima. Vecinu
osobina ovih relacija moZemo elegantno ispitati i posmatranjem grafika ovih relacija
(vidi komentar na strani 12). Grafici relacija su predstavljeni debljom linijom ili sen-
kom.

Relacija p; je prava y = 1. Relacija p, je prava y = —x. Jednakost x> = y? je ekviva-
lentna sa |x| = [y| odnosno y = +x, te je relacija p3 unija pravihy =xiy = —x.

p1: Y p2: Y y=x p3: Y y=x

Relacije p; 1 p» nisu refleksivne jer ne sadrZe celu pravu y = x, dok relacija p3 jeste
refleksivna. Relacija je simetri¢na ako i samo ako je njen grafik simetri¢an u odnosu na
pravu y = x, te relacija p; nije simetricna, a p, i p3 jesu simetricne relacije. Relacija je
antisimetri¢na ako i samo ako ne postoje dve razliCite tacke na njenom grafiku a koje su
simetri¢ne jedna drugoj u odnosu na pravu y = x, te relacija p; jeste antisimetri¢na, a pp
i p3 nisu antisimetri¢ne relacije. Relacija p; jeste tranzitivna jer iz xp1y A yp1z sledi
y=1iz=1,te zbog z =1 vaZi xp;z. Relacija py nije tranzitivna jer je npr. (-1, 1) € p1,
(1,-Depri(,1) ¢ p;. Relacija p3 jeste tranzitivna jer iz xp3y A ypsz sledi x| = [y] i
[yl = |z|, te zbog |x| = |z| vazi xp3z.

Relacija p4 je gornja poluravan u odnosu na pravu y = 0. Relacija ps je dobro poz-
nata relacija x <y, i to je ,,donja” poluravan u odnosu na pravu y = x, ukljucujudi i
samu tu pravu. Relacija pg je funkcija y = 3x Ciji je grafik prava. Relacija p7 je ,.traka”
izmedu pravih y = x iy = x+ 1. Relacija ps je eksponencijalna funkcija y = 2*. Relacija
P9 je funkcija y = |x|. Relacija pjg je funkcija y = 2x—3 €iji je grafik prava. Relacija pq;

je dijagonala skupa R, tj. identi¢ka funkcija y = x Ciji je grafik prava. Grafik relacije
p12 Cine temena kvadrata.

y=X

PAL A ps :

> <
je)
>
<

p7: P8 Y y=x P9 y y=x
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P10 Yo e P Y y=x P12 Yooy

Shodno komentaru sa strane 12, relacije ps, p7 i p11 jesu refleksivne, dok p4, pg,
P8, P9, P10 1 p12 to nisu; relacije pyy i p12 jesu simetrine, a pa, Ps, Pe, P7, P85 P9 1 P10
nisu; antisimetri¢ne su relacije ps, ps, 07, P8, £9, P10 1 P11, dOK p4 1 p12 to nisu.

Relacija p4 jeste tranzitivna jer iz xp4y A ypaz slediy>01iz>0, te zbog z>0
vaZzi xp4z. Relacija ps jeste tranzitivna jeriz x <y A y <z sledi x < z. Relacija pg nije
tranzitivna jer je npr. (1,3) € pg, (3,9) € ps 1 (1,9) ¢ ps. Relacija p7 nije tranzitivna jer je
npr. (0,1) € p7, (1,2) € p7 1 (0,2) ¢ p7. Relacija pg nije tranzitivna jer je npr. (0, 1) € pg
(. 20=1), (1,2) € pg (4. 21=2)i(0,2) ¢ ps (1. 20 £2). Relacija pg jeste tranzitivna
jeriz xpgy A ypoz slediy =|x| iz =yl =|x|, te zbog z = |x| vaZi xp9z. Relacija pig
nije tranzitivna jer je npr. (0,-3) € p19, (—3,-9) € p10 1 (0,-9) ¢ p10. Relacija pq; jeste
tranzitivna jer iz x =y A y =z sledi x = z. Relacija pj; jeste tranzitivna. vl

Definicija 1.4 Relacija ekvivalencije = skupa A (RST relacija) je relacija koja ima

svojstva R, S i T. Klasa elementa x € A u odnosu na relaciju ekvivalencije = je, u

standardnim oznakama C, ili [x], C, = [x] def {yeA| x=y}. Faktor skup skupa A u

odnosu na relaciju ekvivalencije = je skup svih klasa: A/ =X {C;| xeAl.
I= Zaklase ekvivalencije vaZe sledeée interesantne osobine:

1. Vxe A, xeC, (posledica: svaki element pripada nekoj, tj. bar svojoj klasi);

2. ¥x,y€eA, xeC, & ye(Cy

3. Vx,yeA, CiNCy=0 v C,=C,.
Drugim recima, faktor skup skupa A u odnosu na = je jedna particija skupa A (podela
elemenata skupa A u disjunktne skupove). Tako, svaka relacija ekvivalencije = skupa A
generise particiju A/ = skupa A. Vazii obratno, tj. svakoj particiji ¥ = { F; | i € I} skupa
A (elementi skupa # su neprazni podskupovi F; skupa A takvidaje Vi# j, FiNF; =0
i [JF; =A) odgovara jedna i samo jedna relacija ekvivalencije p skupa A ¢iji je faktor

iel
skup A/p jednak particiji ¥ . Ovakva relacija p je definisana sa
def
Vx,y€A, xpy é diel, x,yeF;,

iona je jednoznacno odredena.

Primer 1.1 Neka je A skup svih Zivih bic¢a na Zemlji, i neka je na skupu A relacija %
definisana sa:

Vx,yeA, x#¥y <o bica xiy pripadaju istoj vrsti.
Relacija * je ocigledno relacija ekvivalencije skupa A. Npr. svi ljudi su u relaciji % sa
svim ostalim ljudima, i pripadaju istoj klasi. Isto to vaZi npr. i za sve svinje, sve kupuse,
itd. Dakle, klase ekvivalencije su skupovi istih vrsta Zivih bica.
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Zadatak 1.4 U skupu svih pravih jedne ravni definisana je relacija p:
apb < (a=bVvanb=0)

Dokazati da je p relacija ekvivalencije i opisati klase ekvivalencije. Da li je na isti
nacin definisana relacija u skupu svih pravih prostora takode relacija ekvivalencije?

w Resenje: Za proizvoljne prave a, b i ¢ vazi
(R): apa jerje a=a.
(S): apb = (a=bVvVanb=0) = (b=aV bna=0) = bpa.
(M): (apb A bpc) = ((a=b Vv anb=0) A(b=cV bnc=0) =
= (a=cVanc=0)= apc.

Primetimo da je p u stvari relacija ,,biti paralelan” medu pravama u ravni, pa klase
ekvivalencije predstavaljaju u stvari pravce u ravni. Na isti naCin definisana relacija u
skupu pravih prostora nije RST relacija jer za neke dve mimoilazne prave a i b i pravu

¢ koja seCe a i mimoilazna je sa b s jedne strane vaZi apb A bpc, a s druge strane ne
vazi apc, te relacija p nije tranzitivna. vl

Zadatak 1.5 Neka je u skupu 7 definisana relacija =4:
Vx,yeZ, x=4y <& 3dkeZ,x—y=4k.

Dokazati da je =4 relacija ekvivalencije skupa 7. i odrediti klase ekvivalencije.

w ReSenje: Posmatrajmo proizvoljne x,y,z € Z:

R) x—x=4-0 = x=4ux.
S) x=4y = 3JkeZ x-y=4k = dkeZ y-x=-4k =

= 3A(-keZ y-x=4(-k) = dmeZ y-x=4m = y=42x.
(M) (x=4yAy=4z) = GkmeZ x—-y=4k Ay—z=4m) =

= dkmeZ (x-y)+(y—-2)=4k+4m =

= dk+myeZ x—z=4k+m) = 3djeZ x-z=4] = x=4z

Kako je x =4 y, odnosno 3k € Z, x —y = 4k, ekvivalentno sa 4|(x — y), medu sobom su u

relaciji svi elementi koji pri deljenju sa 4 imaju isti ostatak, te sledi da postoji 4 razlicite

klase ekvivalencije, jer pri deljenju sa 4 moZemo imati 4 razli¢ita ostatka (0, 1, 2 1 3):
[0]1={...,-8,-4,0,4,8,...}, [1]1={..,-7,-3,1,5,9,...},
[2]1={...,-6,-2,2,6,10,...}, [3]={...,-5,-1,3,7,11,...}.

Prema tome, odgovarajuéi faktor-skup je Z/ =4= {[0],[1],[2],[3]}, gde su klase oblika

[k] ={4m+k | meZ}, k €{0,1,2,3}, i svaku klasu moZemo jednoznacno predstaviti

jednim brojem iz skupa {0, 1,2,3}. vl

Zadatak 1.6 Neka je n € N fiksan broj, i neka je u skupu 7, definisana relacija =,:
Vx,yeZ, x=,y & dkeZ,x-y=nk.

Dokazati da je =, relacija ekvivalencije skupa 7. i odrediti klase ekvivalencije.
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w ReSenje: Ako u prethodnom zadatku svuda broj 4 zamenimo sa n, dobijamo dokaz
da je =, relacija ekvivalencije. Takode je x =, y ekvivalentno sa n|(x—y), tj. medu
sobom su u relaciji svi elementi koji pri deljenju sa n imaju isti ostatak, te sledi da
postoji n razlicitih klasa ekvivalencije (jer pri deljenju sa n moZemo imati » razli€itih
ostataka):

[0]={...,—2n,—n,0,n,2n,...},

[11={....,.2n+1,-n+1,1,n+1,2n+1,...},
21={...,2n+2,-n+2,2,n+2,2n+2,...},

[n-11={....,-2n-1,-n-1,-1,n-1,2n-1,...}.

Pri tome je odgovarajuéi faktor-skup Z/ =,= {[0],[1],...,[n— 1]}, gde je svaka klasa
oblika [k] ={4-m+k | meZ}, ke{0,1,2,...,n—1}, i svaku klasu moZemo jednoznac-
no predstaviti jednim brojem skupa {0, 1,2,...,n—1}. vl

I= Kao Sto éemo videti kasnije, relacija =, ima vaZnu ulogu u teoriji grupa i polja.

Zadatak 1.7 Na skupu parova prirodnih brojeva N* su definisane binarne relacije a i
B: (a,b)al(c,d) o a+d=b+c
(a,b)B(c,d) < ad=bc.

Dokazati da su « i B relacije ekvivalencije i naci faktor skupove.

w ReSenje:
(@) Zasve (a,b),(c,d),(e, f) € N2 vazi:
(R) a+b=b+a = (a,b)ala,b),
) (a,b)a(c,d) = a+d=b+c = c+b=d+a = (c,d)a(a,b);

M Wa,b)al(c,d) A (c,d)ale,f)) = (a+d=b+cAc+f=d+e) =
= (a+d)+(c+f)=b+c)+(d+e) = a+f=b+e =
= (a,b)ale,f).

Kako je (a,b)a(c,d) ekvivalentno sa a+d = b+ ¢, odnosno sa a —b = ¢ —d, sledi
daje Cup) ={(x,y) | x—y =a->b} . jednu klasu ekvivalencije ¢ine svi uredeni
parovi kod kojih je razlika prve i druge komponente jednaka nekom fiksnom
k € Z. Dakle, klase ekvivalencije i faktor skup moZemo predstaviti i na sledeci
nacin:

Ac={@b)eN*|a-b=k}, keZ, ~ N*ja={A;|kelZ)

(svakoj klasi odgovara jedan ceo broj, i obratno).

(B) Zasve (a,b),(c,d), (e, ) € N? vazi:
(R) ab=ba = (a,b)B(a,b);
S) (a,b)B(c,d) = ad=bc = cb=da = (c,d)B(a,b),

(M ((a,b)B(c,d) A (c,d)Ble,f) = (ad=bc A cf=de) =
= (ad)(cf)=(bc)de) = af=be = (a,b)Ble,f).
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Kako je (a,b)B(c,d) ekvivalentno sa ad = bc, odnosno sa % = 2, sledi da je

%}, tj. jednu klasu ekvivalencije Cine svi uredeni parovi
kod kojih je koli¢nik prve i druge komponente jednak nekom fiksnom r € Q7.
Dakle, klase ekvivalencije i faktor skup moZemo pretstaviti i na slede¢i nacin:

A,:{(a,b)eN2| %:r}, reQt,  N)B={A,| reQ*}

(svakoj klasi odgovara jedan pozitivan racionalan broj, i obratno). vl

X
Cup) = {(X,y) | 5 =

Zadatak 1.8 Za particiju Ay = {1,2,3}, Ay ={4,5}, Az = {6} skupa A ={1,2,3,4,5,6}
naci relaciju p C A2 Giji je faktor - skup upravo particija {A1,A»,Az).

w Resenje: 1z (a,b) ep & (Jie{l1,2,3}, a€ A; ADb € A;) lako dobijamo da je
p=1{(1,1),(2,2),(3,3),
(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2),(4,4),(5,5),(4,5),(5,4),(6,6)},

jer u odnosu na relaciju p imamo sledece klase ekvivalencije: C; = C, = C3 = {1,2,3},
Cy=C5=1{4,5}1Cq = {6}. vl

Definicija 1.5 Relacija poretka < skupa A (RAT relacija) je relacija koja ima svojstva
R, A i T. Uredeni par (A,<) se naziva parcijalno ureden skup. Haseov dijagram je
grafik relacije poretka < skupa A (vidi [RDO5]). U odnosu na relaciju poretka < skupa
A se definise:

e najmanji element a € A je element sa svojstvom ¥Yx € A, a < x (element koji je
Lmanji” od svih, tj. koji je sa svima u relaciji, tj. element koji je na Haseovom
dijagramu ,,ispod” svih u smislu da od njega vodi ,,put” nagore prema svakom
elementu);

e minimalni element a € A je element sa svojstvom Bx € A, x #a A x < a (element
od kojeg nema ,,manjeg”, tj. sa kojim ni jedan drugi nije u relaciji, tj. takav
element da na Haseovom dijagramu ne postoji ni jedan ,,ispod” njega u smislu
da od njega ne vodi ,,put” nadole ni prema jednom elementu);

e najveci element a € A je element sa svojstvom Yx € A, x < a (element koji je
Lwveci” od svih, tj. sa kojim su svi u relaciji, tj. element koji je na Haseovom
dijagramu ,,iznad” svih u smislu da od njega vodi ,,put” nadole prema svakom
elementu);

o maksimalni element a € A je element sa svojstvom x € A, x £ a A a < x (element
od kojeg nema ,,veceg”, tj. koji nije u relaciji ni sa jednim drugim, tj. takav
element da na Haseovom dijagramu ne postoji ni jedan ,,iznad” njega u smislu
da od njega ne vodi ,,put” nagore ni prema jednom elementu);

I’=  Svakoj relaciji poretka jednoznacno odgovara jedan Haseov dijagram, i obratno,
na osnovu Haseovog dijagrama se jednoznacno moZe rekonstruisati relacija poretka
kojoj odgovara posmatrani Haseov dijagram.
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I’= Ako postoji, najmanji element je jedinstven. Isto vaZi i za najveéi element.
Minimalnih i maksimalnih elemenata moZe biti viSe. Ako postoji najmanji element,
tada je on ujedno i jedini minimalni. Isto vaZi i za najveci i maksimalni element.

IZ= Neki element a skupa A na kome je definisana relacija poretka < moze da bude
istovremeno i minimalni i maksimalni element. To je slucaj ukoliko a nije u relaciji ni
sa jednim drugim elementom iz posmatranog skupa, niti su oni u relaciji sa e.

IZ= Inverzna relacija > relacije poretka < je takode relacija poretka. Pri tome, naj-
manji element relacije < je najveci element relacije > i obratno, a minimalni elementi
relacije < su maksimalni elementi relacije > i obratno.

Primer 1.2 Binarna relacija

=<={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,D),(a,c),(a,d),(b,c)} ¢
Jje relacija poretka skupa A = {a,b,c,d}, pri Cemu je a najmanji (i b d
Jjedini minimalni) element, najveceg elementa nema, a maksimal-
nisucid. a v

Primer 1.3 Najvazniji primeri relacija poretka:

(a) Relacija < (,,manje ili jednako”) u skupu prirodnih brojeva N. Jedini minimalni i
najmanji element je 1, a najveéeg i maksimalnih elemenata nema. U skupu celih
brojeva 7 ili realnih brojeva R relacija < nema ni najmanjeg ni najveceg ele-
menta. Relacija > ,,vece ili jednako” npr. u skupu prirodnih brojeva N je takode

relacija poretka, a u odnosu na nju je 1 najveci i jedini maksimalni element.

Ovo su sve tzv. relacije lineamog odnosno potpunog poretka kod kojih su svaka
dva elementa uporediva, tj. Vx,y, x <y V y<x.

(b) Relacija -|- (,,deli”) u skupu prirodnih brojeva N, definisana sa
mln o dkeN, n=km.

Najmanji i jedini minimalni element je 1, a najveceg i maksimalnih elemenata
nema.

Ako relaciju -|- posmatramo npr. na skupu {2,3,5,12}, tada (vidi
Haseov dijagram) najveci i najmanji element ne postoje, mini-
malni elementi su 2, 3 i 5, a maksimalni elementi su 5 i 12
(element 5 je istovremeno i minimalni i maksimalni element jer
nije u relaciji ni sa jednim drugim elementom iz posmatranog
skupa, niti su oni u relaciji sa 5).

12
*5

2 3

(¢) Relacija C (,,podskup”) u partitivnom skupu nekog skupa A # 0. Jedini minimal-
ni i najmanji element je 0, a jedini maksimalni i najveci element je A.

Ako relaciju C posmatramo npr. na skupu (1,2,3,4)
{{1,2},{1,3},{1,2,3,4},{2,3,5}},

tada (vidi Haseov dijagram) najveci i najmanji element

ne postoje, minimalni elementi su {1,2}, {1,3}i{2,3,5}, a

maksimalni elementi su {1,2,3,4} i {2,3,5}.

*{2,3,5}

{1,2} {1,3} v
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Zadatak 1.9 Neka je 0 + A C N. Dokazati da je -|- relacija poretka na skupu A.

w Resenje: Za proizvoljne prave a,b,c € A vazi

(R) : alajerjea=1-a.

(A) :(albAbla) = GkmeN,b=k-ahna=m-b) =
= @@kmeN,b=k-m-b) = (k=m=1Aa=0>b).

(M :(albAb|lc) = ((GkmeN,b=k-aNc=m-b) =
= ((GkmeN,c=m-k-a=n-a) = alc

(ako su m i k prirodni brojevi, tada je i n = m - k prirodan broj). v

Zadatak 1.10 Za sledece relacije odrediti najvece, najmanje, minimalne i maksimalne
elemente:

(a) relacija -|- na skupu N\ {1};
(b) relacija -|- na skupu {2,3,4,...,50};
(c) relacija C na skupu P(A), za A ={1,2,3};
(d) za A =1{1,2,3}, relacija C na skupovima P(A)\{A}, P(A)\{0}, P(A)\{0,A} i
P(A)\{0,A,{1,2},{1,3}}.
w Resenje:

(a) Najmanjeg elementa nema, minimalni elementi su svi prosti brojevi, a najveceg
i maksimalnih elemenata nema.

(b) Najmanjeg elementa nema, minimalni elementi su svi prosti brojevi iz ovog
skupa, najveceg elementa nema, a maksimalni elementi su 26,27,28,...,50.

(c) Najmanji i jedini minimalni element je 0, a

najvedi i jedini maksimalni element je A. (1.2) “ (2.3)

(d) Za svaki od posmatranih skupova Haseov dijagram moZemo nacrtati tako §to sa
Haseovog dijagrama pod (c) izbriSemo sve elemente koji su viSak, kao i sve stre-
lice koje polaze, ili koje se zavrSavanju u izbrisanim elementima. Tada dobijamo

‘ najmanji minimalni najveci maksimalni
P(A)\{A} 0 0 nema {1,2},{1,3},{2,3}
P(A)\ {0} nema  {1},{2},{3} A A
P(A)\{0,A} nema  {1},{2},{3} nema {1,2},{1,3},{2,3}
P(A)\{0,A,{1,2},{1,3}} nema  {1},{2},{3} nema {1},{2,3}

v
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Zadatak 1.11 Data je binarna relacija
p=A{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),(3,3),(3,4),(3,5),(4,4),(5,5)}

na skupu A = {1,2,3,4,5}). Dokazati da je p relacija poretka, nacrtati njen Haseov
dijagram, i odrediti najveci, najmanji, minimalne i maksimalne elemente.

w Resenje: Kao u zadatku 1.1 utvrdujemo da p ima osobine R, Ai T.

4 5 najmanji element: 1
najvedi element: nema
2 3 minimalni element: 1
. maksimalni element: 2,4,5 o

Zadatak 1.12 Konstruisati relaciju poretka p na skupu N, takvu da za nju vaze sledecée
osobine:
e dx, dy, Txpy A lypx,

e postoji jedinstven minimalni element.

w ReSenje: Dakle, nasa relacija treba da bude takva da u parcijalno uredenom skupu
(N, p) postoji jedan i samo jedan minimalni element, i da postoje dva elementa koja nisu
,uporediva”. Jedno reSenje zadatka je relacija -|-, ali éemo navesti jo§ neka reSenja.

TraZenu relaciju p jednozna¢no moZemo identifikovati odgovaraju¢im Haseovim
dijagramom. Navedena su 3 moguca reSenja, a ima ih, naravno, beskona¢no mnogo:

1 ={(m,n)€N2 I m<nAlm=3 A n=4)}=s\{(3,4)},
p2=<\{(2,3),2,4)},
p3==>\{(x,1)| x€{2,3,4,...}}.

07 * 7 2

6 6 3
5 5 4 o]
3 4 4 5
2
4 3 6




Glava 2

Funkcije

Definicija 2.1 Funkcija f C A X B je binarna relacija kod koje ne postoje dva razlicita
uredena para sa jednakim prvim komponentama, tj. za koju vaZi

Y, y1,y2, ((yDef Axy2)€f) = yir=y.

> Uobicajeno je da umesto (x,y) € f piSemo f(x) = y.

& Slika skupa A funkcijom f (ukoliko je funkcija f definisana na skupu A) je skup

FA) Y (£(x)| xeA). Na primer, za funkciju f : R — R definisanu sa f (x) = x> 2

je f((=3,1)) = [-2,D).

Definicija 2.2 Inverzna funkcija f~' funkcije f je inverzna relacija relacije f, ukoliko
je £~ funkcija.

Definicija 2.3 Za pojam funkcije su vezani i sledeci pojmovi.

e Domen funkcije f je D(f) ={x| Ay, (x,y) € f} (skup prvih komponenti parova
iz f);

e Kodomen funkcije f je K (f)={y | Ax, (x,y) € f} (skup drugih komponenti pa-
rova iz f);

o Funkcija f iz skupa A uskup B, u oznaci f : A — B, je binarna relacija f CAXB
takva da je D(f) = A i K (f) C B (skup svih prvih komponenti je tacno skup A, a
skup svih drugih komponenti je podskup skup B);

e Funkcija f je injektivna, u oznaci f je "1-1”, ako u f ne postoje dva razlicita
uredena para sa jednakim drugim komponentama;

o Funkcija f : A — B je sirjektivna, u oznaci f je "na”, ako je K (f) = B (svaki
element skupa B se pojavljuje bar jednom kao druga komponenta u f);

o Identicka funkcija skupa A je funkcija iy : A — A definisana sa ia (x) = x.

Definicija 2.4 Ako za funkcije f : A — Big:C — DvaZidaje K (f) CC, tada je kom-
pozicija funkcija h = g o f funkcija h: A — D definisana sa h(x) = g(f (x)). funkcija.

23
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Funkcije moZemo definisati na razne nacine. Neka je na primer A = {1,2,3,4,5} i
B =N. Jedna ista funkcija f : A — B moZe biti zadana na slede¢ih nekoliko nacina:

= nabrajanjem elemenata:  f ={(1,1),(2,4),(3,9),(4,16),(5,25)},

= opisno, pomocéu drugih poznatih relacija i/ili operacija:

f:{(x,xz)' xeA} tj. f(x)ZXZ,XEA,

w sledeCom vrstom zapisa:  f =( i i 3 14 6 255 )

= oraficki.

I’= Ako su skupovi A i B konacni, funkcija f : A — B moZe biti injektivna samo ako
je skup A ne veée kardinalnosti od kardinalnosti skupa B.

I= Ako su skupovi A i B konacni, funkcija f : A — B moZe biti sirjektivna ako i
samo ako je skup A ne manje kardilnosti od kardinalnosti skupa B.

I’= Ako su skupovi A i B konacni, funkcija f : A — B moZe biti bijektivna samo ako
su skupovi A i1 B iste kardinalnosti.

I’= Kompozicija injektivnih funkcija je injektivna funkcija. Kompozicija f o g sir-
jektivnih funkcijag: A — B1i f: K(g) — C je sirjektivna funkcija. Sledi i da je kom-
pozicija bijektivnih funkcija bijektivna funkcija.

I’= Inverzna funkcija funkcije f postoji ako i samo ako je funkcija f injektivna. Za

funkciju f : A — B postoji inverzna funkcija £~ : B — A ako i samo ako je funkcija f
bijektivna, i tada je fo f~l =igi f~lo f=iy.

Primer 2.1 Ispitati da li su f; funkcije, a ako jesu, ispitati njihove osobine:

(@ f:{1,2,3,4) = {2,3,4}, f=1{1,1),(1,2),(3,3),(4,3)}.
f nije funkcija zbog (1,1) € fi(1,2) € f.

(®) f:{1,2,3,4} > {2,3,4}, f={(1,1),(2,3),(3,2),(4,3)}
Relacija f jeste funkcija, ali nije funkcija iz skupa {1,2,3,4} u skup {2,3,4} jer
je K(f) =11,2,3} € {2,3,4). Takode, funkcija f nije injektivna jer je (2,3) € f
i (4,3) € f. Medutim, ona jeste funkcija iz skupa {1,2,3,4} = D(f) u npr. skup
{1,2,3,4} C K (f), pri emu tada nije sirjektivna jer ne postoji x € {1,2,3,4}
takvo da je f(x) =4. Ako je posmatramo kao funkciju iz skupa {1,2,3,4} u skup
{1,2,3}, tada jeste sirjektivna.

(©) f:{1,2,3,4} - {2,3,4}, [f={1,3),(2,4),(3,3),(4,3)}.
Relacija f jeste funkcija iz skupa {1,2,3,4} u skup {2, 3,4} jer je D(f) ={1,2,3,4}
i K(f)=13,4} ,(Z {2,3,4}. Funkcija f nije injektivna jer je (1,3) € fi(3,3) € f,
a nije ni sirjektivna jer ne postoji x € {1,2,3,4} takvo da je f(x) =2. Ako je
posmatramo kao funkciju iz skupa {1,2,3,4} u skup {3,4}, tada jeste sirjektivna.
Primetimo da ne postoji skup B takav da je funkcija f : {1,2,3,4} — B injektivna
(razlog zbog kojeg f nije injektivna ostaje i pri promeni skupa B).
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@ f:{1,2,3,4} = {a,b,c,d}, f=1{2,a),3.d),4,c)}

Relacija f jeste funkcija, ali nije funkcija iz skupa {1,2,3,4} u skup {2,3,4}, vec¢
npr. funkcija iz skupa D(f) ={2,3,4} u skup {2,3,4}. Pritome je f injektivna, a
sirjektivna nije jer ne postoji x € {2,3,4} takvo da je f (x) = b. Ako je posmatramo
kao funkciju iz skupa {2,3,4} u skup {a,c,d}, tada jeste i sirjektivna, tj. u tom
slucaju je bijektivna.
1 2 3 4
[ jeste funkcija iz skupa {1,2,3,4} u skup {2,3,4), i pri tome nije injektivna jer je
npr. (1,2) € fi(2,2) € f, a nije ni sirjektivna jer ne postoji x € {1,2,3,4} takvo
daje f(x) =
. . I 2 3. .
Primer 2.2 Nekaje f:{1,2,3} = {a,b,c}, f = b a b inekaje g:{a,b} — {J,A},

b
g= ( Z 0 ) Za funkcija f ne postoji inverzna funkcija, a inverzna funkcija funkcije
|

b
cija f o g ne postoji jer K (g) ={J, A} nije podskup skupa D (f) ={1,2,3}. Kompozicija

h:gijeﬁmkcijah:{1,2,3}—>{D,A}deﬁnisanasah:(é i é

g:{a,b} = {0, 7} je funkcija g~' :{0,a) — {a,b}, g7' = 2 ) Kompozicija funk-

4

2 Ako je f funkcija iz skupa R u skup R, osobine injektivnosti i sirjektivnosti (tj.
bijektivnosti) moZemo ispitivati i ,,graficki”, razmatranjem osobina grafika funkcije, tj.
razmatranjem pitanja koliko preseka ima grafik funkcije sa pravama koje su paralelne
sa x-osom, odnosno sa pravama ¢ije su jednacine oblika y = ¢, za razne ¢ € R (vidi npr.
zadatak 2.1):

("1-1”) funkcija f je injektivna ako i samo ako svaka prava paralelna sa x-osom ima
najvise jedan (jedan ili nijedan) presek sa grafikom funkcije f (ako se u svako
y = ¢ preslikava najviSe jedan element x € R);

(’na”) funkcija f je sirjektivna ako i samo ako svaka prava paralelna sa x-osom ima
bar jedan (jedan ili viSe) presek sa grafikom funkcije f (ako se u svako y = ¢
preslikava bar jedan element x € R);

() funkcija f je bijektivna ako i samo ako svaka prava paralelna sa x-osom ima
tacno jedan presek sa grafikom funkcije f (ako se u svako y = ¢ preslikava jedan
i samo jedan element x € R).

Sli¢no moZemo postupiti i sa funkcijama definisanim na intervalima i drugim podsku-
povima skupa R.

2 Ako je funkcija f : A — B zadana aritmetickim izrazom na nekom skupu brojeva A
(npr. f:[0,00) = R, f(x) = x*+ 1), osobine injektivnosti i sirjektivnosti (i bijektivnosti)
moZemo ispitivati i analizom resivosti odgovarajuéih jednacine f (x) = ¢ po promenlji-
voj x € A zarazne c € B (vidi zadatak 2.1):
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("1-17) funkcija f je injektivna ako i samo ako za svako ¢ € B jednacina f(x) = ¢ ima
najvise jedno (jedno ili nijedno) reSenje po x € A (ako se u svako c € B preslikava
najvise jedan element x € A);
("na”) funkcija f je sirjektivna ako i samo ako za svako ¢ € B jednacina f (x) = ¢ ima
bar jedno (jedno ili viSe) reSenje po x € A (ako se u svako ¢ € B preslikava bar
jedan element x € A);
(&) funkcija f je bijektivna ako i samo ako za svako ¢ € B jednacina f(x) = ¢ ima
tacno jedno reSenje po x € A (ako se u svako ¢ € B preslikava jedan i samo jedan
element x € A).

Zadatak 2.1 Ispitati da li su f; funkcije, a ako jesu, ispitati njihove osobine:
@ f:R->R, f(x)=sinx,
®) fR-R, fx)=x%
(©) fi(=o0,~11U[l,0) >R, f(x)= Va2 1;

= ReSenje: Pri ispitivanju osobina funkcija moZemo analizirati i grafik, ili razmatrati
reSivost jednacine f(x) = ¢ po promenljivoj x, za razne vrednosti ¢ (vidi prethodne
komentare).

(a) Funkcija f(x) = sinx jeste definisana na celom R, i pri tome je K (f) = [-1,1],
pajeste f: R — R, atakode jeinpr. f: R — [-1,1], kao1i f: [—’%,’%] - R, i

f: [—g,g] —[~1,1], itd.

15 15

1 1
05 I yz/
05 \ / 05
-8 6 -4\ -2 2 4 8 -15 -1 -05 05 1 15
-0. -05

Grafik funkcije f: R - R Grafik funkcije f:|-%, %] - R

("1-1”) Gledana kao f : R — R, funkcija f(x) = sinx nije injektivna jer je npr.
f (’—6’) =f (%”) = % odnosno prava y = % ima viSe preseka sa grafikom
funkcije (npr. u tatkama x = g i x = %’r), odnosno jednacina f(x) = % ima
vide reSenja po x € R (npr. x = ¢ i x = %’r jesu reSenja te jednacine). Na-
ravno, nije injektivna ni kao f : R — [—1, 1], a ako je posmatramo kao npr.
f: [—% %] - Rili f: [—gg] — [—1, 1], tada jeste injektivna jer za svako
c € R (4. svako c € [-1,1]) prava y = ¢ ima najviSe jedan (jedan ili nije-
dan) presek sa grafikom funkcije na intervalu [—%, ’f], odnosno jednacina

. e .  x
f (x) = ¢ ima najviSe jedno reSenje po x € [—7, 3l



FUNKCIJE 27

(’na”) Gledanakao f:R — R, funkcija f (x) = sinx nije sirjektivna jer npr. ne po-
stoji x € R takvo da je f(x) =2, odnosno prava y = 2 nema ni jedan presek
sa grafikom funkcije, odnosno jednacina f (x) =2 nema ni jedno reSenje po
x € R. Naravno, nije sirjektivna ni kao f : [—%, ’%] — R, a ako je posma-
tramo kao f: R — [-1,1]ili f: [—’% ’%] — [-1,1], tada jeste sirjektivna jer
za svako c € [-1, 1] prava y = ¢ ima bar jedan presek sa grafikom funkcije,
odnosno jednacdina f(x) = ¢ ima bar jedno reSenje po x € R odnosno po

Ton
X € [—E,E]

(b) Funkcija f(x) = x> jeste definisanama
celom R, i pri tome je K (f) [Oigso
pa jeste f: R — R, a takode j¢ i npr.
f:R —>[0,00), kaoi f: R — [{2,c
ili npr. f : [0,00) — [0, 0), a MOZ&1965]
posmatrati i kao f:[-1,1] = [0, 1 ,Oigc.

a
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Grafik funkcije f: R - R

("1-1”) Ako je posmatramo kao f : R — R, funkcija f (x) = x> nije injektivna jer
jenpr. f(=1)=f(1)=1 (pravay = 1 ima dva preseka sa grafikom funkcije
u tackama x = —1 i x = 1; jednacina f(x) = 1 ima dva reSenja po x € R).
Naravno, nije injektivna ni kao f : R — [0,c0), a ako je posmatramo kao
npr. f:[0,00) = Rili f:[0,00) — [0, 0), tada jeste injektivna.

("na”) Ako je posmatramo kao f : R — R, funkcija f(x) = x> nije sirjektivna jer
npr. ne postoji x € R takvo da je f(x) = —1 (prava y = —1 nema preseka
sa grafikom funkcije; jednacina f(x) = —1 nema reSenja po x € R). Jeste
sirjektivna kao f : R — [0, 00) ili npr. kao f : [0, 00) — [0, 00). Gledana kao
f 1 10,00) = [0, 00), funkcija je bijektivna.

(c) Maksimalni podskup skupa R na kosne
je funkcija f(x) = VxA—1 dobro defini
sana je A = (—oo,—1JU[Y,0), i pri tom
je K(f) =[0,00), pajestd f: A — R,
takode jeinpr. f: A — [0,
fi[l,00) > Rili f:[1,00) =% [0, 00).

g
~
o
e}
_.
£
S oo

2 4
Grafik funkcije f : (o0, —1]U[1,00) - R
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("1-1") Ako je posmatramo kao f : A — R, funkcija f (x) = Vx% — 1 nije injektivna

jer je npr. f(— \/5) = f( \/5) = 2. Gledana kao npr. f : [1,00) = R, jeste
injektivna.

("na”) Gledana kao f: A — Rili f:[1,00) - R, funkcija f(x) = Vx2-1 nije

sirjektivna jer npr. ne postoji x takvo da je f (x) = —1. Jeste sirjektivna kao
f:A—>[0,00)ili f:[1,00)— [0,00). a

Zadatak 2.2 Neka je A najveci podskup od R a B najmanji podskup skupa R za koje
Jje dobro definisana funkcija f : A — B. Za date funkcije f odrediti skupove A i B, i
ispitati injektivnost i sirjektivnost funkcija f.

(@) f(x)=x>—6x+5,
2x+1
b) f(x)= )
® f 1-3x
1
() f(x)=1In .
Vx2 +1
w ResSenje:
1
3
05
;\ 2
1 -15 -10 -5 5 10 15
4 -0.
P 1 2 3 1
2 -1
/15
-2
-2 2 4 6 8 -2
5 -3 -25
_4 3
—4 _
Grafik funkcije f(x) = x> —6x+5 Grafik funkcije f(x) = 251 i

Grafik funkcije f(x) =1In

Va2l

Kako skup B treba da je minimalan, njega ¢e €initi samo oni y € R za koje postoji
x € Atakvodaje f(x) =y, te je ustvari B= K (f). Odatle onda sledi da ¢e (zbog nacina
na koji je skup B konstruisan) funkcije f biti sirjektivne.

(a)

(b)

Kvadratna funkcija f je definisana za svaki realan broj x, te je A = R. Koreni ove
kvadratne funkcije su x; = 11 xp =5, te konveksna kvadratna funkcija f dostize
svoj minimum u tacki xo = %(xl +xp) = 3, a vrednost minimuma je f(3) = —4.
Stoga je B = [—4, o). Funkcija nije injektivna jer je npr. f(1) = f(5) =0.

2x+1
o . 1-3x" .. . e
na B i injektivnosti funkcije f moZemo re§iti razmatranjem reSivosti jednacine

Domen funkcije f(x) = je ocigledno skup A =R\ {%} Pitanje kodome-

fx) a y. Naime, kodomen B je skup onih y € R za koje postoji bar jedno x € A
za koje vaZi [+], a funkcija f je injektivna ako i samo ako za svako y jednacina
[*] ima ne viSe od jednog reSenja (vidi komentar na strani 25):

fO=y/-(1-30#20 o 2x+1=y(1-3x) o x2+3n=Zy-1.
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Jednaclina [++] nema reSenja po x za y = —3, a za sve ostale realne brojeve y ima

1

3’ ,teje B= R\{ } i funkcija je injektivna.

(c) Ocigledno je A =R. Funkcija f je parna pa stoga nije injektivna (vaZi npr.
f(— \/§) = f( \/5) =In %). Sada odredujemo kodomen B funkcije f.

jedistveno resenje x = 2y

Prvi nadin
Kakoje
1 (n 1 1
: = — 2y - _ 2
f(x) y = S 241 e S o x+1 &

—6‘
T)_

a pri tome je Yy, e® > 0, ]ednacma [+ =] ima reSenja po x za one y za koje je
1 —e* > 0. Tako dobijamo

1
1-e®>0 & &<l o 2)<0 o y<O.
Dakle, B = (—00,0].

1
VaZ+1

primenom bijektivnih transformacija sigurno dobijamo ekvivalentnu jednakost, a ina-
¢e to ne mora biti slucaj).

[1] - Kvadriranje pozitivnih brojeva i € je bijektivna transformacija (samo

Drugi nacin

Funkcija f(x) = je kompozicija funkcija f = g40g30g20g1, gde

1

n

VaZ+1
jegr()=x>+1, 8@ = V2 g0 = % iga(w)=Inw. Za xe A =R je skup
slika funkcijom g skup K (g) = [1,00). Funkcija g> : [1,c0) = R je monotono
rastuéa i neogranic¢ena odozgo, te je K (g2) = [g2(1),00) = [1,00). Funkcija g3 :
[1,00) — R je monotono opadajuca, pozitivna na skupu na kome je posmatramo,
1 vazi tli)rg% =0, te je K(g3) = (0,g3(1)] = (0,1]. Funkcija g4 : (0,1] - R je
monotono rastuéa i neogranicena odozdo na skupu na kojem je posmatramo, te
je B=%(g4) = (—00,g4(1)] = (~0,0]. a

Zadatak 2.3 Za koje vrednosti parametara a,b,c € R je funkcija f : R — R, definisana
sa f(x) = ax* + bx +c injektivna, a za koje je sirjektivna?

w Resenje: Za a # 0 je f kvadratna funkcija koja nije ni injektivna ni sirjektivna
(npr. za funkciju f(x) = —x*> +2x+3 je f(=2) = f(4) = =5, i ne postoji x takvo da je
f(x) = —=x> +2x+3 = 10 jer resenja kvadratne jednacine —x> +2x+ 3 = 10, odnosno

-2+ V4-28

—x24+2x-7=0,atosu X12 = ———, nisu realni brojevi). Za a =0 je f linearna
funkcija ¢iji je grafik prava; ako je pri tome b = 0, tada je to prava koja je paralelna sa
x-osom te funkcija nije ni injektivna ni sirjektivna (vidi komentare na strani 25), a
za b # 0 je prava koja je ukoso u odnosu na x-osu i tada je funkcija f i injektivna i
sirjektivna. vl
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Zadatak 2.4 Za realne funkcije f . R > R, g: R >R ih:(1,00) - R definisane sa
f(x)=2x+3, g(x) = x> =2 i h(x) = In?>(x— 1) nadi funkcije fog, gof, fof, gog
fohiho f ukoliko postoje, kao i f~', g~' i k™! ukoliko postoje. Izracunati f (1 —2x) i
g(1-2x).

w ReSenje:
fog:R-R, (fo)0=f(g)=f(x~2)=2(-2)+3=22~1,

gof RoR, (gofNN)=g(f(x)=gQx+3)=2x+3)> -2 =4x2+12x+7,
fofiR>R, (fofN)=ff(x)=f2x+3)=2-2x+3)+3=4x+9,
gogiRoR,  (g0g)(0)=g(g()=g(¥-2)=(2-2) ~2= ¥ -42 +2,
foh:(l,o) >R, (foh)(x)=f(h(x)=f(In?(x=1))=2In? (x— 1)+3,

S -2x)=2(1-2x)+3=-4x+5,

g(1-2x)=(1-2x)%-2=4x>-4x—1.

Funkcija /o f ne postoji jer K(f) =R € (1,00) = D(h) (npr. ne postoji vrednost
h(f (=4) = h(=5) = In® (=6)).

Funkcija f: R = R, f(x) = 2x+ 3 je bijektivna, te postoji njoj inverzna funkcija
f~':R — R. Izraz koji definiSe funkciju f~! moZemo dobiti re3avajuéi po y jednacinu
f) =y

1 3

f=y & 2ux+3=y & x= Akt
teje f1:R-R, flx)= %x— % inverzna funkcija funkcije f.

Funkcija g : R — R, g(x) = x> —2 nema inverznu jer nije bijektivna (npr. nije injek-
tivna jer je g(—1) = g(1) = —-1).

Funkcijah: (1,00) > R, h(x) = In? (x— 1) nije bijek-

prava y = ¢ ima tacno jedan presek sa grafikomgfunks 5 -
cije), te postoji njoj inverzna funkcﬁ%‘j “1:(0,00) —
(2,00), pri Cemu za svako y € (0, o0) vazi Grafik funkcije /2(x) = In® (x— 1)

[1]
Hx)=y o In*(x-1)=y & Ih@a-D=+1y o x=eV+l,
te je funkcija H~! : (0, 00) — (2, 00) definisana izrazom H~! (x) = eVit1.
[1] - Za x> 2 je In(x—1) > 0, a takode je i y > 0, te korenovanjem zaista dobijamo ekviva-

lentnu jednakost. I

Primetimo da kompozicija funkcija o, u opStem sluc¢aju, nije komutativna operaci-

ja - npr. u prethodnom zadatku je fog # go f. Samo za neke funkcije vaZi zakon
komutativnosti. Na primer, za funkcije p: R - Ri¢g: R — R definisane sa f(x) = 2x
ig(x)=-3xje(fog)(x)=(gof)(x)=—6u.
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Zadatak 2.5 Neka je A = {a,b,c}, i neka su funkcije f:A — Aig:A — A definisane

safz(g Z E)l =(a b Z) Odrediti funkcije ', 7!, fof, fog gofi

g o g, ukoliko postoje.

w Resenje: Funkcija g~! ne postoji jer funkcija g nije injektivna. Sve ostale funkcije
postoje kao funkcije iz skupa A u skup A.
a b c
boeese(il)

_ a b ¢ c
P8 ) res(2h
c
a ’ m

c
fof=fof " =ia =( “hoe ) gog:(
Zadatak 2.6 Za date skupove A i B i date relacije f; C AX B ispitati da li su fifunkcije,
i ako jesu, ispitati da li su f; funkcije iz skupa A u skup B, da li su f; injektivne funkcije
iz A u B, i da li su sirjektivne funkcije iz A u B? Navesti jos (ukoliko je moguce) jos po
Jjedan primer injektivne, sirjektivne i bijektivne funkcije iz datog skupa A u dati skup B.
(a) A={1,2,3,4,5}, B={a,b,c},

fi={1,a),(2,b),(3,0)},
f2=1{1,a),(2,b),(3,0),(4,a),(5,b),(1,0)},
{
{

* Q@

b
b
b
a

f={1,0),2,0),(3,a),4,a),(5,a)},

fa=1{1,0),(2,0),(3,b),(5,a),(4,0)}.
(b) A={1,2,3}, B={a,b,c,d),

N =1{1,0),2,b),(3,0),(1,d)},

£ ={1,a),2,a)},

f=1{1,d),2,a),(3,0)}

w ResSenje:

(a)

| fTATAR] A fa]
f; je funkcija? || DA | ne | DA | DA
fi:A— B? ne | ne | DA | DA

ER

fi:A— B? ne | ne | ne | ne
—

fitA—> B? ne | ne | ne | DA

Sirjektivna: f ={(1,a),(2,b),(3,¢),(4,c),(5,¢)}.
Injektivna: ne postoji jer je |A| > |B|.

Bijektivna: ne postoji jer ne postoji injektivna.

(b)

| TAl AT A
fi je funkcija? || ne | DA | DA
fi:A— B? ne | ne | DA

ﬁ:A”1—'1>”B? ne | ne | DA
ﬁ:AEB? ne | ne | ne
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Sirjektivna: ne postoji jer je |A| < |B.
Injektivna: f ={(1,a),(2,b),(3,c)}.

Bijektivna: ne postoji jer ne postoji sirjektivna. v

Zadatak 2.7 Nekaje fi={(x,x+1)] xeN}, f={(xx-1)]xeN},
fH={x-Lx)| xeN}, fa={(x+1,x)] xeN}.

Ispitati da li su zadane relacije funkcije, da li su funkcije iz zadanog skupa u zadani

skup, i da li su injektivne odnosno sirjektivne funkcije iz zadanog skupa u zadani skup.

= ResSenje:
TAlARAT AL A
f; je funkcija? DA | DA | DA | DA
fi:N->N? DA | ne | ne | ne
fi: N\ {1} - N? ne | ne | ne | DA
fi:N X N? DA | ne | ne | ne
fi:N EN? ne | ne | ne | ne
£:NU{0} SN? || ne | ne | DA | ne u
na

Zadatak 2.8 Odrediti kodomen i inverznu funkciju (ako postoji) za sledece funkcije
(pri Cemu ih sve posmatramo kao funkcije f : D(f) — K(f)):

@ f=1(1.2).2.3).3.4) @ F={(x2)] ver?)

(®) f={(x3x+4) | xeR} ® f={(x29] xeR}

@ f={(x2)] xer| (@) f={(nlx) | xeR)
(d)f={(x,x2)' xeR} (h)fz{(x,zx_;i) ‘ xe€R A 5—3x¢0}
w ReSenje:

@ K(H=234, f1=(21.6.2,43).
® K=k, f={(xie-4)| ver}

© K=, ' ={(x )| rer}

) K(H)=R*, f~! ne postoji jer f nije injektivna.
@ K=", £ ={(x V3| xere)

" KH=R", [ ={(x,log2x) | xeR*}.
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(& K=K,

(h) D) =R\{3},
1 Sx+1
f ‘{(x’ 3x+2

£~! ne postoji jer f nije bijektivna.
K (f)=R\{-3},
) xeR A 3x+2¢0}.
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Glava 3

Kombinatorika

(] Biranje elemenata iz razliitih grupa (ili pravilo proizvoda)

Posmatrajmo r razlicitih skupova A; = {a“ ,Ai2y .. ,a,;,,,.}, i=1,2,...,r. Ukoliko iz

svakog skupa biramo po jedan element (biramo uredenu r-torku (al, J19G2,jps -+ 0r, j,‘)
gde je j; €{1,2,...,n;}), ukupan broj ovakvih izbora r-torki je

N=ni-ny-...-n, 3.1)

(jer broj uredenih r-torki kod kojih je svaka i-ta komponenta iz skupa A; jeste broj
N=|A1 XAy X...XA,].

Primer 3.1 Milos ima belu, crvenu, Zutu i plavu kosulju, crne i plave pantalone, i po
par zelenih, ljubicastih i crvenih cipela. Izracunajmo na koliko razlicitih nacina Milos
moZe da se obuce.

Milos iz 4-elementnog skupa kosulja K = {bela,crvena,zuta, plava} bira jednu ko-
Sulju, iz 2-elementnog skupa pantalona P = {crne,plave} bira jedne pantalone, i iz 3-
elementnog skupa cipela C = {zelene, ljubiCaste, crvene} bira jedan par cipela. Stoga
Jje broj takvih izbora |K|-|P|-|C|=4-2-3 =24,

I’Z Osnovne kombinatorne pojmove odnosne nacine izbora pri biranju elemenata
nekih skupova moZemo podeliti po dva kriterijuma:

@ da li je pri biranju bitan redosled izabranih elemenata ili nije; u slucaju kada
je redosled izabranih elemenata bitan, tada govorimo o varijacijama (i permuta-
cijama koje su specijalan oblik varijacija), a u slucaju kada redosled izabranih
elemenata nije bitan, tada govorimo o kombinacijama;

® da li je pri biranju bitan jedan element moZemo birati viSe puta ili ne; s obzirom
na ovaj kriterijum govorimo o varijacijama i kombinacijama sa ili bez ponavlja-
nja.

L Varijacije bez ponavljanja

35
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Posmatrajmo skup A = {a;,a»,...,a,} koji ima n elemenata. Ako iz ovog skupa r
puta (pri ¢emu je r < n) biramo po jedan element tako da pri svakom biranju moZemo
birati samo elemente koji nisu bili prethodno izabrani, odnosno konstruiSemo uredenu
r-torku elemenata skupa A kod koje su sve komponente razli¢ite, broj ovakvih izbora
r-torki je

n!
(n-n!
Dakle, varijacija r-te klase bez ponavljanja skupa A od n elemenata je injektivna funk-

Vi=n-n—-1)-n=2)-...(n—-r+1)=

3.2)

1-1
cija{l,2,...,r} = A, pri ¢emu je V} broj varijacija r-te klase bez ponavljanja skupa od
n elemenata. Specijalno, kada je r = n, tj. sve elemnte skupa A rasporedujemo u niz,

tada govorimo o permutacijama bez ponavljanja (skraéeno permutacijama) skupa od
n elemenata. Dakle, permutacija bez ponavljanja skupa A od n elemenata je bijektivna

.. 1-1 .y . . .. o« .
funkcija {1,2,...,r} — A, pri ¢emu broj takvih permutacija oznacavamo sa P, i on
. kel
na

iznosi
Py=V!=n!. (33)

Primer 3.2 Izracunajmo koliko se razlicitih 3-cifrenih brojeva moZe napisati korisce-
njem neparnih cifara 1, 3, 5, 719, tako da sve cifre u napisanom broju budu razlicite?

Kada konstruisemo 3-cifreni broj, iz 5-Clanog skupa cifara {1,3,5,7,9} biramo 3
puta po jednu cifru, pri cemu je redosled cifara bitan i svaku cifru moZemo upotrebiti
najvise jednom. Sledi da se radi o varijacijama bez ponavljanja, te ovakvih brojeva
ima ukupno V35 =5-4-3=60. v

Primer 3.3 Izracunajmo na koliko razlic¢itih nacina se 6 vojnika moZe rasporediti u
vrstu?

Sve elemente skupa vojnika rasporedujemo u niz, te se radi o permutacijama. Da-
kle, ovakvih rasporeda ima Pg = 6! = 720. v

(-] Varijacije sa ponavijanjem

Posmatrajmo skup A = {aj,as,...,a,} od n elemenata. Ako iz ovog skupa r puta
biramo po jedan element tako da pri svakom biranju moZemo ponovo izabrati i neki od
prethodno izabranih, odnosno konstruiS§emo uredenu r-torku elemenata skupa A, broj
ovakvih izbora r-torki je

V,=n". (34)
Prema tome, varijacija r-te klase sa ponavljanjem skupa A od n elemenata je funkcija
{1,2,...,r} = A, pri ¢emu je V, broj varijacija r-te klase sa ponavljanjem skupa od n
elemenata.

Primer 3.4 Izracunajmo koliko razlicitih 3-cifrenih brojeva moZe napisati koris¢enjem
neparnih cifara 1, 3,5, 7i9?

Kada konstruisemo 3-cifreni broj, iz 5-Clanog skupa cifara {1,3,5,7,9} biramo 3
puta po jednu cifru, pri Cemu je redosled cifara bitan (i svaku cifru moZemo koristiti
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vise puta). Sledi da se radi o varijacijama sa ponavijanjem, te ovakvih brojeva ima
=5
ukupno V3 = 5% = 125. v

L] Kombinacije bez ponavljanja

Posmatrajmo skup A = {aj,as,...,a,} od n elemenata. Ako iz ovog skupa biramo
podskup od k (pri ¢emu jek < n) elemenata (razliCitih, i redosled tih elemenata nije
bitan), broj ovakvih izbora k-¢lanih podskupova, tj. broj kombinacija bez ponavljanja
od n elemenata klase k je
n-(n-1)-(n-2)-...(n—k+1) _ n! _(n

k! S kl-(n—k)! _(k)'
Naime, svaki k-Clani podskup skupa A moZemo jednoznacno identifikovati sa urede-
nom n-torkom Cije su komponente nule i jedinice, pri ¢emu nula na i-toj poziciji znaci
da element a; ne pripada tom k-¢lanom podskupu, a jedinica na i-toj poziciji znaci da
element a; pripada tom k-Clanom podskupu; prema tome, broj k-Clanih podskupova
skupa A je jednak broju uredenih n-torki kod kojih su k komponenti jedinice i (n —k)
komponenti nule; ako bi smo razlikovali sve jedinice izmedu sebe i sve nule izmedu
sebe, broj takvih n-torki bi bio n!; poSto jedinice izmedu sebe ne razlikujemo, tada taj
broj moramo podeliti sa k! jer k jedinica moZemo permutovati na k! nacina, i jo$ ga
treba podeliti sa (n —k)! jer (n —k) nula moZemo izmedu sebe ispermutovati na (n —k)!
o n_ Yk n! _(n
nacina; dakle C}, = i —k!'(n—k)! = (k)
Ukoliko skup A = {aj,a,...,a,} delimo na k < n podskupova A{,A,,...,Ax pri Cemu
je unapred fiksiran broj n; = |A;|, i € {1,2,...,k} elemenata svakog od ovih podskupova,
i pri Cemu je ny +ny +...+n; = n (tj. pravimo particiju skupa A na podskupove sa
zadanim brojem elemenata), broj ovakvih podela na podskupove iznosi
Ne— ™ (3.6)
n!-no!-oomg!
(prebrojavanje moZemo izvrSiti analogno kao u prethodnom slucaju koji je u stvari
specijalan slucaj ovoga za k = 2); broj ovakvih podela obeleZavamo sa Py . , i
nazivamo ih permutacijama sa ponavljanjem od n elemenata klase (n,n,,...,n;). Da-
kle, podela skupa A na skupove A1, A»,..., Ak koji su redom kardinalnosti ny,ns,...,ng,
ekvivalentna je sa izborom uredene n-torke elemenata skupa A u kojoj ne razlikujemo
elemente koji pripadaju istom skupu A;, tj. sa izborom n-torke u kojoj se za svako
ie{l,2,...,k} pojavljuje tacno n; kopija nekog elemenata.

cp =

(3.5)

Primer 3.5 Izracunajmo na koliko razli¢itih nacina se iz odeljenja koje ima 25 ucenika
moZe izabrati 2-¢lana delegacija za dacki parlament?

Iz skupa od 25 elemenata biramo podskup od 2 ucenika, te se radi o kombinacijama

25 25! 25-24
) 21.23! 2-1 300

Primer 3.6 Pomocu 3 slova A, 2 slova B i 5 slova C se konstruise 10-slovna ,,Sifra”.
Izracunajmo na koliko se razlicitih ,, Sifri” moZe konstruisati na ovaj nacin?

bez ponavljanja, i ovakvih izbora ima C%S = ( 5 =

Kako se radi o modelu opisanom kao permutacije sa ponaviljanjem, opisanih ,, Sifri”
10! 10-9-8-7-6

10 _ _ —

T T A TIO TR v

ima P
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Kombinacije sa ponavljanjem

Posmatrajmo skup A = {aj,as,...,a,} od n elemenata. Ako iz ovog skupa biramo
podskup od k elemenata pri ¢emu se svaki element moZe pojaviti vise puta i redosled
tih elemenata nije bitan, broj ovakvih izbora k-¢lanog ,,podskupa”, tj. broj kombinacija
sa ponavljanjem od n elemenata klase k je

62:(’”2_1). (3.7

Naime, posmatrajmo jedan opisani izbor (tj. ,,skup”) 7 = {a,-l Vs - ..,a,-k} od k eleme-
nata skupa A (a;; € A). Svaki ovakav izbor moZemo na jednoznacan nacin identifikovati
jednom uredenom (n+k — 1)-torkom 7" skupa {*,|} na sledeéi naCin: neka se a; € A,
ie{l,2,...,n} u I pojavljuje m;, i € {1,2,...,n} puta; tada ,,skupu” I pridruzujemo
uredenu (n+k — 1)-torku koja redom ima slede¢e komponente: m; komada *, zatim
jedno |, zatim m; komada #, zatim jedno |, ..., m,_; komada %, zatim jedno |, i na kraju
m,, komada s (primer: ako je A = {x,y,z,u,v}, tada 7-Clanom izboru J = {xxx,zz,u,v}
pridruZujemo uredenu 11-torku (x,,x%,[,|,*,%,],*,|,%)). Opisani model je identi¢an sa
modelom prebrajanja k-Clanih podskupova skupa od n+ k — 1 elemenata (vidi kombi-
nacije bez ponavljanja), tako da je broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase od n
elemenata jednak broju kombinacija bez ponavljanja k-te klase od n + k — 1 elemenata:

— +k-1
C: — Cl};l+k—1 — (}’l ) )

Primer 3.7 U kovcegu se nalaze zlatni, srebrni i bronzani novc¢ici. Ako iz kovéega
uzimamo odjednom 4 novcica, izracunajmo koliko razlicitih izbora moZemo naciniti?
U opisanom modelu redosled izabranih novcica nije bitan (jer ih uzimamo odjed-

nom), i u kovéegu se nalazi vise od svake vrste novéic¢a (podrazumevamo vise od 4 od
svake vrste), te se radi o kombinacijama sa ponavljanjem, i ovakvih razlicitih izbora

ima Eiz(j)z 15. 4

Zadatak 3.1 Od mesta A do mesta B vode 3 puta, a od mesta B do mesta C vodi 5
puteva. Koliko puteva vodi od mesta A do mesta C preko mesta B?

w ReSenje: A

ccccce ccceccecce cceccecec
Broj puteva je 3-5 = 15 (vidi pravilo proizvoda D). vl

Zadatak 3.2 Koliko se razlicitih vrsta znacaka moZe napraviti ako se znacke prave u
obliku kruga, trougla, kvadrata ili Sestougla, i u svaku znacku se upisuje jedno veliko
slovo azbuke (A, B,B,. .. 111) i jedna cifra (0,1,2,...,9)?
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w Resenje: Mogucih oblika ima 4, velikih slova ima 30, a cifara ima 10, te po pravilu
proizvoda [+ Jrazligitih vrsta znacaka ima 430 10 = 1200. vl

Zadatak 3.3 Na koliko nacina se moZe izabrati 5 knjiga iz kolekcije od 20 razlicitih
knjiga?

w Resenje: 1z skupa od 20 knjiga biramo podskup od 5 knjiga (nije bitan redosled
izabranih knjiga i nema ponavljanja pri izboru), te sledi da je broj moguéih izbora
20! 16-17-18-19-20
20
S 515! 1-2-3-4-5 530 @

Zadatak 3.4 Na koliko razlicitih nacina ucesnik u igri ,loto 39/7” moZe popuniti ti-
ket?

w ReSenje: Jedno popunjavanje krsti¢ima 7 od 39 polja na tiketu je ekvivalentno iz-

boru podskupa od 7 brojeva iz skupa od 39 brojeva, te sledi da nacina popunjavanja

391
ima C3° = 1331 = 15380937, v

Zadatak 3.5 Na koliko razlicitih nacina moZemo izabrati 5 karata iz Spila od 52 karte
tako da medu izabranim kartama bude

(a) tacno 2 keca,
(b) bar 2 keca,
(c) najvise 2 keca?

w ReSenje: U Spilu od 52 karte se nalaze 4 keca, tako da se pri izboru 5 karata vrsi
izbor iz skupa od 4 keca i 48 karate koje nisu kecevi.

(a) Primenom pravila proizvoda dobijamo da je broj opisanih izbora ky = m-n gde
je m broj nacina da se od 4 keca odaberu 2, a n je broj naCina da se od 48 karata
koje nisu kecevi odaberu 3. U oba slucaja se radi o izboru podskupa gde nema
ponavljanja izbora (ne moZe se dva puta birati jedna ista karta), te je m = Cg i

3-4 46-47-48

— — =103776.

2 32
(b) Bar 2 keca se mogu izabrati na k> + k3 + k4 nacina gde je k;, i € {2, 3,4} broj nacina

izbora tacno i keCeva. Brojeve k;, i € {3,4} moZemo dobiti na istovetno nacin
4 47-48
kao broj ky pod (a), te je  ka = 103776, k3 = C3-Ca® = 1 3 -2,

48
ke=Cy-CP=1- T =48, {j. refenje zadatka je 103776 + 4512 +48 = 108336.

(c) Najvise 2 keca se mogu izabrati na ko + k1 + k> nacina gde je k;, i € {0, 1,2} broj
nacina izbora tacno i keceva. Brojeve ko, k1, k> dobijamo na isti nacin kao k, k3,
ks pod (a) i (b), te je

4 45-46-47-48
ko, =103776, k| :C‘ij{8 — .= - "

4445464748 1224
ko=Cj-C2¥ = l'ﬁ = 1712304,

1-2-3-4.
odnosno reSenje zadatka glasi 1712304 + 778320+ 103776 = 2594400.

n=C3$3, odnosno resenje glasi k, = C;-C3° =

=778320,
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Zadatak 3.6 Na koliko razlicitih nacina se moZe izabrati 8 karata iz Spila od 52 karte
tako da medu izabranim kartama bude

(a) tacno 2 sedmice i 3 keca,

(b) tacno 2 sedmice i bar 3 keca?

= ReSenje: OznaCimo sa s; broj nacina izbora i sedmica, sa k; broj nacina izbora j
kecCeva, a sa oy broj nacina izbora k karata medu kojima nema ni sedmica ni keceva
(takvih karata u $pilu ima 52 —4 —4 = 44). Analogno postupku iz zadatka 3.5, koriste¢i
pravilo proizvoda izraCunavamo

(a) sakso3 = C3-C5-C3* =317856.

(b) $2k303 + s2ks02 = C5-C3-C3 +C3 - Cy - C5 = 317856 + 5676 = 323532.

Zadatak 3.7 Hor se sastoji od 10 ¢lanova. Na koliko nacina se moZe tokom 3 dana
birati po 6 Clanova za nastup za svaki od 3 dana turneje hora, ali tako da

(a) sastavi za nastup razli¢itih dana mogu biti isti,

(b) sastavi za nastup razlicitih dana ne mogu biti isti?
= ReSenje:

(a) Svakog dana se bira podskup od 6 ¢lanova iz skupa od 10 ¢lanova hora (kom-
binacije bez ponavljanja od 10 elemenata klase 6). Dakle, primenom pravila
proizvoda dobijamo da je broj izbora Céo . Céo . Céo =210% = 9261000.

(b) Prvog dana se, naravno, sastav moZe birati na clo=210 nacina, drugog dana
je broj izbora za jedan manji, a treCeg dana je broj izbora jo§ za jedan manji.
Sledi da primenom pravila proizvoda dobijamo za ukupan broj nadina biranja

210-209-208 = 9129120. v

Zadatak 3.8 Betoven je napisao ukupno 9 simfonija, Mocart 277 koncerata za klavir, a
Subertovih gudackih kvarteta ima 15.

(a) Radio stanica u vecernjoj muzickoj emisiji svakog dana pusta po jednu Betove-
novu simfoniju i jedan Mocartov klavirski koncert. Koliko najvise dana zaredom
stanica moZe da pravi razliite emisije (emisije koje se razlikuju u bar jednoj od
dve kompozicije koje emituje, pri Cemu ne smatramo razli¢itim emisije u kojima
su iste kompozicije emitovane obrnutim redosledom)?
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(b) Ako urednik pomenute emisije svake veceri pusta prvo jednu Betovenovu simfo-
niju, zatim jedan Mocartov klavirski koncert, i na kraju jedan Subertov gudacki
kvartet, koliko dugo urednik moze na ovaj nacin da pravi emisije?

w ResSenje:

(a) Koristeci pravilo proizvoda dobijamo da je broj razliitih emisija (broj moguéih
izbora) 9-27 = 243.

(b) Na isti nacin kao pod (a) se dobija da je broj moguéih nacina izbora emisija
9.27-15 = 3645, sto je (3645 = 9-365 +360) priblizno 10 godina.
v

Zadatak 3.9 Napisati sve dvocifrene prirodne brojeve koji se mogu napisati od cifara
1,2,3,4 tako da se u jednom broju

(a) ne mogu nalaziti iste cifre,

(b) mogu nalaziti iste cifre.
= ResSenje:

(a) Ovakvih brojeva ima Vg = 12,1 to su brojevi 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34,
41, 42, 43.

(b) Ovakvih brojeva ima V;‘ =16, i to su brojevi 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31,
32,33,34,41,42,43, 44.
vl

Zadatak 3.10 Koliko ima cCetvorocifrenih prirodnih brojeva koji se mogu napisati od
cifara 1,2,3,4,5,6,7,8 takvih da se u jednom broju

(a) ne mogu nalaziti iste cifre,

(b) mogu nalaziti iste cifre?
w ResSenje:
(a) V8 =1680.

(b) V' = 4096.

Zadatak 3.11 Koliko ima petocifrenih brojeva u kojima su sve cifre razlicite?
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w ReSenje: Prvu cifru a biramo iz skupa {1,2,...,9}, dakle postoji 9 mogucih izbora.
Nakon §to smo izbrali prvu cifru, ostale cifre biramo tako §to od elemenata skupa
{0,1,2,...,9}\ {a} (ima ih 9) sastavljamo uredenu 4-orku kod koje su sve komponente
razli¢ite. Broj ovakvih izbora je (varijacije bez ponavljanja) Vf =9-8-7-6 =3024.
Primenom pravila proizvoda dobijamo da brojeva opisanog tipa ima 9 - 3024 = 27216.

Drugi nacin: Prva cifra broja ne mozZe biti nula, te ¢emo traZeni broj dobiti kao
a— b gde je a ukupan broj nizova od 5 razlicitih cifara (gde i prva cifra moZze biti 0), a
b je broj nizova od 5 razliCitih cifara kod kojih je prva cifra 0. Nizove od 5 razli¢itih
cifara pravimo tako $to iz skupa od 10 cifara 5 puta vadimo jednu po jednu cifru bez
vraanja (ponavljanja), §to se moZe uraditi na a = VS'0 = 30240 nacina. Nizove od 5
razli¢itih cifara kod kojih je prva cifra 0 pravimo tako Sto iz skupa od 9 cifara (cifra 0
je ,,potroSena”) 4 puta vadimo jednu po jednu cifru bez vraanja (ponavljanja), Sto se
moZe uraditi na b = Vz = 3024 nacina. Prema tome, petocifrenih brojeva opisanog tipa
ima 30240 - 3024 = 27216. vl

Zadatak 3.12 Na Sahovskom turniru ucestvuje 12 Sahista. Ako svaki Sahista treba
da odigra po jednu partiju sa svim ostalim Sahistima, koliko ¢e ukupno partija biti
odigrano na turniru?

= ReSenje: Bice odigrano onoliko partija koliko ima parova $ahista, tj. koliko ima

dvoclanih podskupova skupa od 12 Sahista, a taj broj je C;z = T = 66. v

Zadatak 3.13 Do vrha planine vodi 5 puteva. Na koliko nacina planinar moZe da se
popne i spusti sa vrha ako

(a) moZe da se spusta istim putem kojim se popeo,

(b) ne moZe da se spusta istim putem kojim se popeo?

= Resenje: U oba sluCaja se put za penjanje bira na 5 nacina, a put za spustanje se u
prvom slucaju bira na 5, a u drugom na 4 nacina, tako da reSenje glasi

(2) V3=5-5=25,
(b) V3 =5-4=20.

Zadatak 3.14 Koliko razlicitih Sestocifrenih brojeva moZe da se napise od cifara 1, 1,
1,2,22?

w Refenje: Od zadanih cifara Sestocifreni broj pravimo tako §to cifre rasporedujemo u
niz (bitan je redosled i koristimo sve cifre), ali medu ciframa ima i jednakih, $to znaci

da se radi o permutacijama sa ponavljanjem, te odgovor glasi Pg’3 = W =20. vl
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Zadatak 3.15 Koliko razlicitih Sestocifrenih brojeva moZe da se napise od cifara 1, 2,
2,3,3,3?

60. 4

6!
= ReSenje: Na isti nacin kao u zadatku 3.14 dobijamo resenje P?,2,3 = Tnml -

Zadatak 3.16 Iz grupe od 10 muskaraca i 8 Zena treba odabrati 6 osoba medu kojima
najmanje 3 treba da budu Zene. Na koliko nacina se moZe izvrsiti ovakav izbor?

w ReSenje: Neka je Z;, i € {3,4,5,6} broj nacina na koji se mogu odabrati i Zena i
6 — i muskaraca (ukupno 6 osoba). TraZeni broj nacina izbora je 73 +Z4 + Zs + Z. Kada
pri izboru 6 osoba biramo i Zena i 6 —i muskaraca, tada iz skupa od 10 muskaraca
biramo na Cégi nacina podskup od 6 —i elemenata, i iz skupa od 8 Zena biramo na
Ci8 nacina podskup od i elemenata, te na osnovu pravila proizvoda dobijamo da je
Zi= Cégi-C? = (6101')'(?)’ Prema tome,

10) (8
53:( )( ):120-56:6720, %4

(10)~(8)=45~7O=3150,

3/1\3 2/ \4
. 10) (8 . _(10) (8) _ 3
z5—(1)~(5)—10-56—560, z6—(0)(6)—128—28,
te reSenje zadatka glasi 6720+ 3150+ 560 + 28 = 10458. vl

Zadatak 3.17 Koliko se reci (racunajuci i besmislene) moZe napisati koristeci slova
a,b,c,d, e tako da se svako slovo u reci javlja najvise jednom i tako da rec

(a) obavezno sadrZi slovo a,

(b) pocinje slovom a?

w Resenje: Neka je k; broj re¢i duZzine i, i € {1,2,3,4,5}. Broj reci koje se mogu
napisati u skladu sa zadatim uslovima je ki + kp + k3 + kg + ks.

(a) Ocigledno je k; = 1, a re¢ duZzine i, i € {2,3,4,5} pravimo tako §to osim slova
a odaberemo joS i — 1 slova iz skupa {b,c,d, e}, a zatim ova slova redamo u niz.
Izbor i — 1 slova iz skupa {b,c,d,e} se moZe uraditi na C?_l nacina, a izabrana
slova i slovo a se zatim mogu poredati u niz na P; nacina (na primer, pri pisanju
re¢i od 3 slova pored slova @ mozemo izabrati jos parove slova {b,c}, {b,d}, {b, e},
{c,d}, {c,e} 1 {d,e}, pa ako smo odabrali npr. slova {b,d}, tada moZemo napisati
reCi abd, adb, bad, bda, dab i dba); prema tome, koristeci pravilo proizvoda, za
i€{2,3,4,5} dobijamo k; = C?_l - P;, odnosno

!
ky=Cj-Py= %-2! =8, k3=C3-P3= ;—?r'
ky=C3 Py = %-4! =96, ks=Cj-Ps= %-5! = 120.

Dakle, moZe se napisati 1 + 8 +36+96+ 120 = 161 rec.

31 =36,
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(b) Prvinacin: analogno kao pod (a), osim Sto nakon izbora slova od tih slova ne
pravimo proizvoljan niz, ve¢ slovo a obavezno stavljamo na prvo mesto a ostala
rasporedujemo u niz na proizvoljan nacin, tako da je k1 = 11 k; = C?_l -Pi_q,
i€{2,3,4,5}, odnosno

4! 4!
4 : 4 .
k2=C1'P1=T:?!'1!=4, k3=C2'P2:T%!'2!=12,

4 4
4 : 4 !
k4=C3'P3=ﬁ'3!=24, k5=C4'P4=m'4!=24.

Dakle, moZe se napisati 1 +4 + 12 + 24 + 24 = 65 redi.

Drugi nacin: pri pravljenju re¢i od i slova, slovo a obavezno stavljamo na prvo
mesto, a zatim pravimo niz od i — 1 slova od elemenata skupa {b, c,d, e}, tako da
jeky=1iki =V}, i€{2,3,4,5), odnosno

ky =V} =4, ky=V3=4-3=12,

ka=V3=4-3-2=24, ks=V/=4-3-2-1=24.

Dakle, mozZe se napisati 1 +4 + 12 + 24 + 24 = 65 reci.

Zadatak 3.18 Koliko dijagonala ima pravilan n-tougao?

w ReSenje:
Prvi nagin
Prvo teme neke dijanonale moZemo izabrati na n nacina. Za drugo teme tada imamo

n—3 izbora jer ne moZemo ponovo izabrati prvo teme, kao ni susedna temena. Na ovaj
nacin smo svaku dijagonalu ubrojali dva puta (kao duZi AB i BA), te tako dobijamo
. . n-(n=3)
resenje ———.
Drugi nacin
Ako posmatramo ukupan broj stranica i dijagonala zajedno, izbor svake od tih duZzi
je odreden izborom bilo koja dva razlicita temena (biraju se odjednom), te stranica i
dijagonala zajedno ima Cg‘. Stranica, naravni, ima n, te reSenje zadatka glasi
n! nn—-1) nn—-1)-2n nn-3)
—-_n= —-_n= = .
(n-2)!-2 2 2 2
Primenom kombinatornih tehnika i pojmova, moZemo prebrojavati i rayne tipove
ralacija i funkcija, kao u slede¢im zadacima.

Cy-n= vl

Zadatak 3.19 Neka je A ={1,2,3}?
(a) Koliko razlicitih refleksivnih relacija ima na skupu A = {1,2,3}?
(b) Koliko razlicitih simetri¢nih relacija ima na skupu A = {1,2,3}?

(c) Koliko razlicitih antisimetric¢nih relacija ima na skupu A = {1,2,3}?
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w Resenje: Ukupno uredenih parova od elemenata skupa A ima 3 = 9 (broj varijacija
sa ponavljanjem od 3 elementa klase 2). Kada konstruiSemo bilo kakvu binarnu relaciju
p skupa A, za svaki od tih uredenih parova se opredeljujemo da li ga stavljamo u relaciju
ili ne. Dakle, svaka takva relacija se moZe jednoznacno identifikovati sa jednom urede-
nom 9-orkom ¢ija je svaka komponenta ili 0 ili 1, pri ¢emu 0 na mestu i-te komponente
oznacava da odgovarajuci uredeni par nismo stavili u relaciju, a 1 da jesmo:

{(1,),2,2),3,3),(1,2),2,1),(1,3),3,1),(2,3), (3,2)}
ol1 ol1 ol1r ol1r ol1 ol1 ol1r ol1 ol1
( b b b b b b b b )

Prema tome, binarnih relacija na skupu A ima onoliko koliko ima uredenih 9-orki
¢ije su komponente 0 ili 1, a njih ima 2° = 512 (broj varijacija sa ponavljanjem od 2
elementa klase 9).

(a) Kada konstruisemo refleksivnu relaciju, parove (1, 1), (2,2) i (3,3) obavezno uba-
cujemo u relaciju, a svaki od preostalih parova moZemo a ne moramo ubaciti. To
znaci da u odgovarajucoj uredenoj 9-orci prve 3 komponente moraju biti 1, a u
preostalih 6 komponenti moZemo birati O ili 1. Dakle, refleksivnih relacija ima
onoliko na koliko nacina moZemo konstruisati uredenu 6-orku ¢ije su kompo-
nente 0 ili 1, a njih ima 2° = 64.

{(1,D),2,2),3,3),(,2),2,1),(1,3),3,1),(2,3), (3,2)}
ol1 ol1 ol1 ol1 ol1 ol1
«(1r ., 1, 1, , , , , , )

(b) Pri konstrukciji simetri¢ne relacije, uredene parove (1, 1), (2,2) i (3,3) moZemo
a ne moramo ubaciti u relaciju, tj. u odgovarajucoj uredenih 9-orci svaka od prve
3 komponente moZe biti 0 ili 1. U preostalih 6 komponenti posmatramo grupe
parova ((x,y),(y,x)) sa x # y. Da bi relacija bila simetricna, moramo ili oba para
ubaciti, ili oba izostaviti. Dakle, imamo po 2 izbora za svaku od 3 takve grupe
parova, te simetri¢nih relacija ima onoliko na koliko na¢ina moZemo konstruisati
uredenu 6-orku Cije su prve 3 komponente O ili 1, a zadnje tri 3 komponente su
00 ili 11. Njih ima 2323 =26 = 64.

{(1,1),2,2),3,3),(1,2), 2,D,13), 31D, (23, 32)
ol1 ol1 ol1 00 | 11 00 | 11 00 ] 11

( > b b ’ b )

(c) Pri konstrukciji antisimetri¢ne relacije, parove (1,1), (2,2) i (3,3) moZemo a ne
moramo ubaciti, tj. u odgovarajuéoj uredenih 9-orci svaka od prve 3 komponente
moze biti 0 ili 1. U preostalih 6 komponenti posmatramo opet grupe parova
{(x,y),(y,x)) sa x #y. Da bi relacija bila anti simetricna, moramo ubaciti ili
samo (x,y), ili samo (y,x), ili oba izostaviti, tj. jedino ne smemo ubaciti oba
takva uredena para. Dakle, imamo po 3 izbora za svaku od 3 takve grupe parova,
te antisimetri¢nih relacija ima onoliko na koliko nacina mozemo konstruisati
uredenu 6-orku ¢ije su prve 3 komponente 0 ili 1, a zadnje tri 3 komponente su
00, 01 ili 10. Njih ima 2333 = 216.
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{1,D),2,2),3,3),1,2), 2,1 ,1,3), G ,23), 32}
ol1 ol1 ol1 1 00,01,10 1 00,01,10 1 00,01,10

( s ) s ’ s ) m

Zadatak 3.20 Za date skupove A i B, ispitati koliko ima razliCitih funkcija iz skupa A
u skup B? Koliko je injektivnih, sirjektivnih, bijektivnih?

()

A=1{1,2,3}, B={a,b,c}.

(b) A=1{1,2,3,4}, B={a,b).
(c) A={1,2,3}, B={a,b,c,d).

w ReSenje:

(a)

(b)

(©

1 2 3 od-
O f@ f3 )
nosno kao (f(1),f(2),f(3)), gde je f(1),f(2),f(3) € {a,b,c}. Dakle, svaka
funkcija se moZe reprezentovati jednom uredenom trojkom elemenata skupa
B ={a,b,c}, te funkcija iz A u B ima onoliko koliko ima uredenih trojki eleme-

Svaka funkcija f : A — B se moZe zapisati kao f =

nata skupa B, a njih je \72 =33 = 27. Injektivnih funkcija ima onoliko koliko ima
uredenih trojki elemenata skupa B Cije su sve tri komponente razlicite, a njih je
V33 = P3 =3! =6. Ako je f injektivna funkcija, tada su sve slike f(1), f(2), f (3)
razlicite, te je {f (1), f(2), f (3)} = {a, b, c}, $to znali da je svaka injektivna funk-
cija istovremeno i sirjektivna, te sirjektivnih i bijektivnih funkcija ima takode 6.

Rezonujudi na isti nacin kao pod (a) dobijamo da ukupno funkcija iz A u B ima
\_/421 = 2% = 16, injektivnih nema jer ne postoje 4 razli¢ita elementa skupa B, a
sirjektivnih funkcija je 16 —2 = 14 jer od svih funkcija iz A u B su nesirjektivne

1 2 3 4)\.({1 2 3 4
samoaaaalbbbb'

Funkcija iz A u B ukupno ima \7‘3‘ = 4% = 64, injektivnih je V§ =4-3-2=24,a
sirjektivnih nema jer je kodomen svake funkcije f iz A u B najviSe troelementni
skup, te ne moZze biti K (f) = {a,b,c,d}. a

Zadatak 3.21 Akoje A={1,2}iB=1{1,2,3,4}, koliko ima monotono rastucih, a koliko
monotono neopadajucih funkcija iz skupa A u skup B?

w ReSenje: Pri konstrukciji monotono rastuée funkcije f, ako je f(1) = 1, tada se
f(2)€{2,3,4} moze birati na 3 nacina, ako je f (1) = 2, tada se f (2) € {3,4} moZe birati
na 2 nacina, a ako je f(3) = 3, tada se f(2) € {4} moZe birati samo na 1 nacin (i ne
postoji monotono rastuca funkcija kod koje je f (1) = 4), te monotono rastucih funkcija
ima 3+ 2+ 1 = 6. Rezonujuéi na isti nacin utvrdujemo da neopadajucih funkcija ima
4+3+2+1=10. vl



Glava 4

Binarne operacije

Definicija 4.1 Neka je A neprazan skup. Unama operacija skupa A je svaka funkcija
f:A— A. Binama operacija skupa A je svaka funkcija f : A> — A. Ako je f binarna
operacija skupa A, tada se uredeni par ‘A = (A, f) naziva grupoid.

& Uobikajeno je da za unarne operacije koristimo simbole poput’, —, , ~!isli¢no,
a za binarne +, -, *, o, ®, O, i slicno. Takode je, kao i kod binarnih relacija, za binarne
operacije uobiCajena ,,infiks” notacija, te tako, na primer, umesto +(3,5) = 8 piSemo
3+5=8.

I= Kao §to ¢emo videti kasnije, na nekom skupu moZe biti definisano i viSe ope-
racija (binarnih, unarnih, ...), i te operacije mogu biti povezane na razne nacine (vidi
poglavlja o Bulovim algebrama, prstenima i poljima, vektorskim prostorima). Na pri-
mer, u skupu celih brojeva Z vazi distributivni zakon mnoZenja prema sabiranju brojeva
x-+)=x-y+x-z

Uobicajeni nacini zadavanja (definisanja) binarnih operacija su putem tzv. Kejlijeve
tablice i koriSéenjem poznatih binarnih operacija.

w Kejlivom tablicom (vidi [RDO05]) na kona¢nom skupu A = {ay,a,...,a,} defi-
niSemo binarnu (analogno i unarnu) operaciju *, i iz nje ¢itamo rezultat za npr.
a; *a; tako Sto iz unutraSnjosti tablice oCitamo element koji se nalazi u preseku
vrste elementa a; i kolone elementa a;. Kod definicije unarne operacije ', u tablici
se desno od elementa x ocitava element x’. Na primer, za A = {1,2,3,4}, binarnu
operaciju * i unarnu operaciju ’ definisane tablicama

=10 1 2 3 !

0jo0o 1 2 3 0]0
11 2 3 3 113
212 3 33 212
313 3 33 311

Sitamo 0%2=2,1%1=2,2%x2=3,...,0=0,3=1,....

= Kori§¢enjem poznatih operacija moZzemo definisati novu binarnu ili unarnu ope-
raciju. Na primer, na skupu A = {0,1,2,3} su sa

47
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*y =min{x+y,3} /= 0 » =0
Ty = R r= 4—-x , x#0

definisane iste operacije * i’ kao one iz prethodnih primera definisanih Kejlije-
vim tablicama.

Binarne operacije mogu da imaju razne vaZzne i interesantne osobine. Neka je =
binarna operacija nepraznog skupa A.

>

Operacija * je asocijativna ako za sve x,y,z € A vaZi (asocijativni zakon)
xx(y*z)=(x*y)*2z. 4.1)
Operacija * je komutativna ako za sve x,y € A vazi (komutativni zakon)
Xy =y 4.2)
Operacija * je idempotentna ako za sve x € A vazi (zakon idempotentnosti)
XkX = X, (4.3)

Sve elemente za koje vaZi gornja jednakost nazivamo idempotentnim elementi-
ma.

Fiksni element e € A je levi neutralni element grupoida (A, ) ako za sve x € A
vazi

exx=x. (4.4)
Fiksni element e € A je desni neutralni element grupoida (A, =) ako za sve x € A
vazi

X%e=X. 4.5)

Fiksni element e € A je neutralni element grupoida (A, *) ako je on istovremeno
ilevi i desni neutralni element.

Neka je e € A levi neutralni element grupoida (A, *). Ako za neki element x € A
postoji element x” € A takav da vazi

Yix=e, (4.6)
tada je x’ levi inverzni element elementa x.

Neka je e € A desni neutralni element grupoida (A, *). Ako za neki element x € A
postoji element x” € A takav da vazi

xxx =e, 4.7
tada je x” desni inverzni element elementa x.

Ako je e € A neutralni element grupoida (A,*), i ako za element x € A postoji
element x’ € A koji je istovremeno i levi i desni inverzni element za x, tada je x’
inverzni element elementa x.

Operacija * je kancelativna ako za sve x,y,z € A vazi (levi i desni zakon kance-
lacije)

X*y=Xx%z = Yy=¢ i YEX=Z%X = Yy=2. (4.8)
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» Fiksni element O € A je nilpotentni element grupoida (A, *) ako za sve x € A vazi
Oxx=xx0=0. 4.9)

Kao i kod neutralnog, moZemo razlikovati levi i desni nilpotentni element.

& Ako je operacija * asocijativna u skupu A, tada u izrazima kao §to su, na primer

a*b*c+*d ne moramo pisati zagrade jer ih mozemo podrazumevati bilo gde. Drugim

re¢ima, npr.

axbxc+xd=(axb)*c)xd=(axb)*(cxd)=
=(axbxc))xd=a+x((bxc)xd)=ax(b*(c=d)).

Ako u grupoidu (A, *) operacija * nije komutativna, tada za sve x,y,z€ Aiz x =y
sledi x%z=y*ziz*x=zxy,alineiz*xx=y=*zili x*z=_zx*y. Dakle, u opStem
slucaju, jednake izraze moZemo ,,mnoZiti”’ nekim elementom tako Sto ih oba mnozimo s
leve, ili oba s desne strane. Ako je operacija komutativna, tada iz x =y sledi x*z =yx*z,
ZEX=Z%Y, ZHX=Y*Z1X*Z=Z*).
IZ= Ako postoji neutralni element, tada je on jedinstven. Isto vaZi i za inverzni
element (ako postoji).

I’= Ako je operacija komutativna, levi neutralni element mora biti i desni, levi in-
verzni mora biti i desni, levi nilpotentni element mora biti i desni, tj. tada pri ispitivanju
neutralnog, nilpotentnog i inverznih elemenat je dovoljno ispitivati samo jednu od jed-
nakosti iz odgovarajuce definicije.

I’= Ako u grupoidu (4, *) postoji neutralni i inverzni elementi, tada je on kancelati-
van.

I’= Ako je neka operacija zadana putem poznatih binarnih i unarnih operacija, tada
pri ispitivanju njenih osobina koristimo poznate osobine operacija preko kojih je defi-
nisana.

Definicija 4.2 Neka je A = (A,*) grupoid, i neka je B neprazan podskup skupa A.
Ukoliko je B = (B,*) grupoid, tj. ako je operacija * zatvorena na skupu B, tada je B
podgrupoid grupoida A.

& Na skupu B zapravo posmatramo restrikciju operacije * sa skupa A na skup B, ali
je uobicajeno da za tu restrikciju koristimo isti simbol kao i za operaciju skupa A.

I’= Na skupu svih grupoida, relacija ,,biti podgrupoid” je relacija poretka. Naime,
refleksivna je jer je svaki grupoid (A, *) podgrupoid samog sebe; antisimetri¢na jer ako
je (A,*) podgrupoid od (B,®) i (B,®) je podgrupoid od (A,*), tadaje A =B1i* =@;
tranzitivna je, jer ako je (A, *) podgrupoid od (B,®) i (B,®) je podgrupoid od (C, ), tada
je (A, ) podgrupoid od (C, ).

I’= Zakonitosti kao Sto su komutativnost i asocijativnost, tj. one u kojima od kvan-
tifikatora figuriSe samo V, se prenose sa grupoida na svaki njegov podgrupoid. Dakle,
ako je operacija u nekom grupoidu asocijativna ili komutativna, tada je restrikcija te
operacije asocijativna tj. komutativna u svakom pogrupoidu posmatranog grupoida.

Primer 4.1 Neka je A = [0,1] i neka je B ={0,1}. Posmatrajmo operaciju max na
skupovima A i B.
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(a) Na skupu A je operacija max zatvorena (za x,y € A je max(x,y) € {x,y} C A),
ocigledno je komutativna i idempotentna, i takode je i asocijativna jer za sve
X,¥,z € A vaZi max (x,max (y,z)) = max{x,y,z} = max (max (x,y),z) (§to mozemo
dokazati i diskusijom po mogucih 6 uzajamnih poredaka po velicini elemenata
X, yiz: x<y<z,x<zL5y, y<x<z7,y<z<5x z<x<yiz<y<x). Neutralni
element je O (jer je max (0, x) = x za sve x € A), a osim elementa 0 koji je sam sebi
inverzan, ostali elementi nemaju inverzne. Nilpotentni element je 1. Operacija
max nije kancelativna jer je npr. max(1,0) = max(1,1)i 0 # 1.

(b) Na skupu B vaze potpuno iste osobine operacije max kao i na skupu A. Pri tome
Jje (B,max) podgrupoid grupoida (A,max). Za svaki neprazan skup X C A je
(X, max) podgrupoid grupoida (A, max).

(c) Iste osobine vaze na skupovima A i B i za operaciju min, s tim da je neutralni
element 1, a nilpotentni element je 0. v

Zadatak 4.1 Neka je A =[0,1], i neka je x*y = x+y—xy. Ispitati osobine strukture
(A, ).

= Resenje: Operacija * jeste binarna operacija skupa A (dobro je definisana) jer za sve
x,y€Avazi0<x+y—xy <1 odnosno x*y e A. Naime, s jedne strane je
O0<x+y-xy & 0<x+y(1-x),
§to jeste tacno jer za x,y € [0, 1] vazii 1 —x > 0, proizvod nenegativnih brojeva y i1 —x
je nenegativan broj, i zbir nenegativnih brojeva x i y(1 — x) je nenegativan broj. S druge
strane je
x+y-xy<l & y(l-x<l-x & y(l-x<l-x & (x=1vy<l,
Sto jeste tacno za sve x,y € [0, 1]. Koristeci osobine sabiranja i mnoZenja realnih brojeva
(komutativnost, asocijativnost, distributivnost mnoZenja prema sabiranju) imamo da je
xx(Y*2)=xx(+7-y2)=x++2-y2)—x(Y+z-y2) = x+y+7—yI— Xy — X2+ XYZ,
(xxy)rz=(x+y—xy)*z=(x+y—xy)+z—(x+y—xy)z=x+y—Xy+2—X2—yz+ Xz,
odakle sledi da je operacija * asocijativna. Takode je i komutativna jer je
X¥Yy=X+y—Xy=Y+X—YX=Y*X.
Jedini idempotentni elementi su 0 i 1 jer su to jedina reSenja jednacine
XkX=x & x+x—-xx=x & x-x>=0.
Neutralni element je O jer za svako x € [0, 1] vazi
Oxx=0+x-0-x=x,
a zbog komutativnosti je tada i x*0 = x. Kako neutralni element postoji, moZemo
ispitivati egzistenciju inverznih elemenata. Za element x € [0, 1] postoji inverzni ele-
ment x’ € [0, 1] ukoliko je 0 = x*x" = x+x" —xx’ 10 = x" % x = X’ + x— x’x. Kako smo
utvrdili da je operacija komutativna, dovoljno je ispitati jednu od ovih jednakosti:
O=x+x'-xx & xX{0-x)=-x
za x = 1 jednaCina nema reSenja po x’ (ne postoji inverzni element 1), a za x # 1

dobijamo x" = Ll Zax=0je 0 =0,azasveostale x€ (0,1] vazix>0ix—-1<0,
Y—
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te je X' = X < 0, §to znaci da x’ ¢ A, odnosno elementi x € (0, 1] nemaju inverzni
element u ngqu A.
Nilpotentni element je 1 jer za sve x € [0, 1] vazi
lsx=1+x-1-x=1,
a zbog komutativnosti je tadai x=1=1.

Operacija * nije kancelativnajerzax=1,y=04iz=0.6vazixy=xz=1iy#z @

Zadatak 4.2 Ispitati osobine mnoZenja brojeva na skupovima R, R\ {0}, (0, 00), (0,1],
0,1), {0,1}, A={xeQ| 0<x< 1} i L. Uwwrditi koji od odgovarajucih grupoida je
podgrupoid nekog od drugih posmatranih podgrupoida.

= ReSenje:

e MnoZenje je zatvorena operacija u svakom od posmatranih skupova osim u I:
proizvod realnih brojeva je realan broj, proizvod realnih brojeva razlicitih od 0 je
realan broj razlicit od 0, proizvod pozitivnih realnih brojeva je pozitivan realan
broj, proizvod dva reala broja iz intervala (0, 1] (odnosno (0, 1)) je realan broj iz
intervala (0, 1] (odnosno (0, 1)), proizvod bilo koja dva broja iz skupa {0, 1} je
u skupu {0, 1}, i proizvod dva racionalna broja (razlomka) iz intervala (0, 1) je
racionalan broj (razlomak) iz intervala (0, 1); proizvod dva iracionalna broja ne
mora biti iracionalan broj - npr. V2 V2 =2 ¢ I. Dakle, svi odgovarajuéi uredeni
parovi su grupoidi, osim (I, -).

e Na bilo kojem skupu brojeva je mnoZenje asocijativna i komutativna operacija.

e U bilo kojem skupu brojeva su reSenja jednacine xx = x samo brojevi 0 i 1 uko-
liko oni pripadaju tom skupu, tako da mnoZenje jeste idempotentna operacija u
{0, 1}, a u ostalim skupovima to nije.

e Ukoliko broj 1 pripada nekom posmatranom skupu, tada je on neutralni element,
i tada moZemo razmatrati pitanje inverznih elemenata.

U skupu R je 1 neutralni element, 0 nema sebi inverzni element, a za sve

ostale realne brojeve x je inverzni element x" = %

U skupu R\ {0} je 1 neutralni element, i svaki element x € R\ {0} ima sebi
inverzni element x’ = )lc e R\ {0}.

U skupu (0,c0) je 1 neutralni element, i svaki element x € (0, c0) ima sebi
inverzni element x’ = )l( € (0,00).

U skupu (0, 1] je 1 neutralni element i on je sam sebi inverzan, ali ostali
elementi x € (0, 1) nemaju sebi inverzne elemente jer % ¢(0,1).

U skupovima (0, 1) i A ne postoje neutralni elementi.

U skupu {0, 1} je 1 neutralni element i on je sam sebi inverzan, a za 0 ne
postoji inverzni element.

e Nilpotentni element je O u svakom od skupova kojima pripada.
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e U bilom kojem skupu brojeva je mnoZenje kancelativno ukoliko skup ne sadrzi O
(implikacija x*y =x*z = y=znevaZizax=01y # z, ajeste tatna za x # 0);
stoga je mnoZenje kancelativno u R\ {0}, (0,00), (0,1], (0,1)i A, anijeu R i
{0,1}.

e Svaki od posmatranih grupoida je sam sebi podgrupoid, i osim toga

- (R\{0},-) je podgrupoid od (R, -),

= ((0,00),) je podgrupoid od (R,-) i (R\ {0}, ),

- ((0,11,) je podgrupoid od (R, ), (R\{0},-) i ((0,0),-),

- ((0,1),-) je podgrupoid od (R, ), (R\{0},-), ((0,e0),-) i ((0,1],),

- ({0,1},) je podgrupoid od (R, ),

- (A,+) je podgrupoid od (R, -), (R\{0},-), ((0,00),-), ((0,1],-) i ((0,1),-). 4

I’= Ako je neka operacija * na skupu A zadana putem Kejlijeve tablice, tada neke od
njenih osobina moZemo ispitati ,,vizuelno”, uocavajuci neki specifi¢an raspored eleme-
nata u tablici. Operacija je komutativna ako je tablica simetri¢na u odnosu na glavnu
dijagonalu (elementi x*y i y*x se u tablici nalaze na simetri¢nim pozicijama). Element
e je levi neutralni element ako je vrsta elementa e jednaka grani¢noj vrsti, odnosno de-
sni neutralni element ako je kolona elementa e jednaka grani¢noj koloni. Ako je e
neutralni element, tada postoji levi inverzni element x” elementa x ukoliko se u ko-
loni elementa x pojavljuje bar jednom neutralni element e, i tada x” oCitavamo kao
projekciju elementa e na grani¢nu kolonu; analogno, postoji desni inverzni element x’
elementa x ukoliko se u vrsti elementa x pojavljuje bar jednom neutralni element e, i
tada x” oCitavamo kao projekciju elementa e na grani¢nu vrstu; svaki element ima svoj
inverzni ako i samo ako se element e pojavljuje tacno jednom u svakoj vrsti i koloni,
i simetri¢no je rasporeden u odnosu na glavnu dijagonalu. Operacija je idempotentna
ukoliko se na glavnoj dijagonali redaju elementi skupa A onako kako su poredani u
grani¢noj vrsti i koloni. Element O je nilpotentni element ako su cela njegova vrsta i
kolona popunjeni sa 0. Osobina asocijativnosti operacije se ne moZe na ovakav nacin
ispitati.

Primer 4.2 Neka je A = {a,b,c,d}, i neka je binarna operacija * skupa A definisana
Kejlijevom tablicom * ‘ a b c d.

ala b a b

b|b b b b

cla b c d

d|b b d d

Operacija * je zaista binarna operacija skupa A jer se u tablici pojavijuju samo ele-
menti skupa A. Shodno gornjim napomenama, operacija * je komutativna, idempo-
tentna, neutralni element je c, osim elementa c koji je sam sebi inverzni element, drugi
elementi nemaju inverzne, i nilpotentni element je b. Operacija nije kancelativna jer je
npr.bc=bd=bic#d.
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Ako Zelimo ispitati asocijativnost operacije =, treba jednakost x = (y*z) = (x*y)*z
proveriti za sve x,y,z € {a,b,c,d}, sto bi bilo 43 =64 provere (svaka od promenljivih
moZe uzeti jednu od 4 vrednosti iz skupa A). Kako je c neutralni element, ako bar jedna
od promenljivih uzme vrednost c, jednakost x = (y*z) = (x*y) * z ¢e biti zadovoljena.
Na primer;, za x = ¢ je ¢+ (y*z) = (y*z) = (c*Yy) *z (u prvom koraku smo koristili da
jecxt=tzat=yxz audrugom da je y = c+y). Na isti nacin utvrdujemo da vaZe
Jjednakosti x*(cxz) = (xxc)*z 1 x*(yxc) = (xxy)*c. Ovo vaZi ne samo u ovom
primeru, vec je jednakost x = (y+*z) = (x*y)*z u svakom grupoidu zadovoljena kada
bar jedna od promenljivih x,y,z za vrednost uzine neutralni element. Prema tome,
jednakost x* (y*z) = (x *y) xz dalje treba proveriti za x,y,z,€ {a,b,d}, $to ¢ini 33 = 27
provera. Kako je b nilpotentni element, ako bar jedna od promenljivih uzme vrednost
b, jednakost x * (y*z) = (x*y) =z Ce biti zadovoljena jer Ce izrazi i na levoj i na desnoj
strani jednakosti imati vrednost b (na primer, za x =b je b*(yxz) = b = (bxy) % 7).
Sada je jos jednakost x = (y*z) = (x*y) %z dovoljno proveriti za x,y,z,€ {a,d}, Sto ¢ini
23 = 8 provera. Ocitavajuci rezultate operacije iz tablice dobijamo

ax(axa)=a=(axa)*a, ax(axd)=b=(a*xa)x*d,
ax(dxa)=b=(axd)=*a, ax(dxd)=b=(axd)*d,
d«(axa)=b=(d*a)*a, dx(axd)=b=(d=*a)x*d,
dx(dxa)=b=(dxd)*a, dx(dxd)=d=(d=d)*d,
te operacija * jeste asocijativna. Jos jedan nacin na se utvrdi asocijativnost operacije
* je prikazan u primeru 4.3. v

Zadatak 4.3 Ispitati osobine grupoida (A, ) gde je A ={1,2,3} i

w ReSenje: UoCimo iz Kejlijeve tablice da je x*y % yzasve x,y € A.

L - . .. & ® . &
Operacija * jeste asocijativna jer vazi x* (y*z) = x%z = z1 (x*y)*z = z za sve
x,¥,2 € A. Nije komutativna jer tablica nije simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu.
Jeste idempotentna. Nilpotentni element ne postoji, ali je svaki element x € A desni
nilpotentni element. Svaki element e € A je levi neutralni element (npr. 1 je levi neut-

ralni element jer za sve x € A vazi  xx % x), a desni neutralni element ne postoji. Kako
nema neutralnog elementa, o inverznim elementima ne moZemo govoriti. Operacija *
nije kancelativna jer jenpr. 11 =2x1=11i1#2. vl
IZ& Iste osobine vaZe za proizvoljan skup A # 0 i binarnu operaciju * skupa A defi-
nisanu sa VYx,y € A, x*y =y. Sli¢na je situacija sa binarnom operacijom ® skupa A
definisanom sa Yx,y €A, x®y = x.

Definicija 4.3 Neka su A= (A,*) i B =(B,®) grupoidi, i neka je h: A — B. Funkcija
h je homomotfizam grupoida A u grupoid B ako za sve x,y € A vaZi
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h(x+y)=h(x)Qh(y).

Ako je homomorfizam h bijektivna funkcija, tada se funkcija h naziva izomorfizam, i
kazemo da je grupoid A izomorfan sa grupoidom B, pisemo A ~ B.

I'= Homomorfizam i : A — B grupoida (A, *) u grupoid (B, ®) predstavlja u odrede-
nom smislu ,,slaganje” operacija * i1 ® preko funkcije s. Ako je pri tome /% sirjektivna
funkcija, tada ona ,,prenosi” mnoge (ne sve) osobine grupoida (A, *) u grupoid (B, ®),
tj. ako neka osobina vaZzi u (A, %), tada vazi i u (B,®). I[zomorfizam h : A — B grupo-
ida (A, *) u grupoid (B, ®) ,,prenosi” sve osobine grupoida (A, *) u grupoid (B, ®), tj.
grupoidi izmedu kojih postoji izomorfizam su sa stanovista teorije grupoida ,,jednaki”,
odnosno razlikuju se samo u oznakama elemenata skupova i operacija (naravno, sa ne-
kih drugih aspekata oni mogu biti potpuno razliciti).

Kako izomorfizam prenosi sve osobine iz jednog grupoida u drugi, on se tipi¢no ko-
risti na sledeéi nacin: Ako treba da ispitamo neke osobine grupoida (A, *), a uo¢imo
da je on izomorfan sa grupoidom (B, ®) Cije su nam osobine poznate ili ¢ije osobine
lakse ispitujemo, tada moZemo poznatu ili ispitanu osobinu grupoida (B,®) preneti
odgovarajuéim izomorfizmom u grupoid (A, *) (vidi primer 4.3).

I'= Ako su grupoidi (A, %) i (B, ®) definisani Kejlijevim tablicama, i akoje h: A — B
izomorfizam grupoida (A,*) u grupoid (B,®), tada ukoliko u tablici grupoida (A, *)
svaki element x € A zamenimo elementom /(x) € B, dobijamo tablicu grupoida (B, ®)
(pri ¢emu eventualno u tablici dobijenoj zamenom elemenata treba promeniti redosled
elemenata).

IZ= Relacija ,je izomorfan sa” u skupu grupoida je relacija ekvivalencije (vidi npr.
zadatak ?? i dodatak B).

Primer 4.3 Neka je B = {1,2,3,6}, i na skupu B posmatrajmo operaciju ,,najmanji
zajednicki sadrZalac” NZS definisanu sa

Vx,y,s€B, NZS(x,y)=s Cg (x| s AylsANeB)({(x|tAy|lt) = s<1))

(najmanji element skupa B koji je deljiv i sa x i sa'y). NZS je zaista binarna operacija

skupa B, i njena Kejlijeva tablica je NZS ‘ 1 2 3 6.
1 1 2 3 6
2 |2 2 6 6
3 |3 6 3 6
6 |6 6 6 6

Na osnovu tablice zakljucujemo (vidi komentar na strani 52) da je operacija NZS ko-
mutativna, idempotentna, neutralni element je 1, inverzni element postoji samo za 1,
i nilpotentni element je 6 (sve ovo se moZe dokazati i na osnovu definicije operacije
NZS). Operacija NZS nije kancelativna jer je npr. NZS(2,3) = NZS(2,6) =6i 3 # 6.
Sto se ti¢e asocijativnosti, uocimo da se svaki element skupa B moZe napisati u obliku
2.3 za neke a,B€{0,1}:

1=20.30,  2=21.300  3=20.31"  6=21.3L
Kako su 2 i 3 razliciti prosti brojevi, operaciju NZS na skupu B moZemo predstaviti na
sledeci nacin
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a1 2B Haz 2f2 | — omax{ay,az} . 3max{B B2}
NzS|21 .31 292.3/2 | =2 3 . anpra,pref0,1)
x y
jer je rezultat od NZS (x,y) deljiv sa 2 ako i samo ako je bar jedan od x i y deljiv sa 2,
i deljiv je sa 3 ako i samo ako je bar jedan od x i y deljiv sa 3.

Sada koristeci asocijativnost operacije max na skupu {0, 1} (vidi primer 4.1) moZe-
mo utvrditi da zbog asocijativnosti operacije max na skupu {0, 1} sledi asocijativnost
operacije NZS na skupu B; naime, za sve ay,B1,a2,82,a3,83 € {0, 1} (odnosno za sve
201.361,202.382 293353 € B) vazi
NZS (201 .38 NZS (2‘12 .362 pa3 3ﬁ3)> =NZS (201 .31 pmaxia,as) .3maxlﬁ2ﬁ3}) =
= pmax{ej,max{ay,a3}}  3max{Bimax{Bs,B3}} — pmax{max{ay.az}asz} . ymaximax{B; 52}83} —

= st(zmax{awz} . 3max{Bi Ba} pas .3,83) = NZS (NZS (2011 .31 2@ .3,82),203 3,33)

Sve navedene osobine operacije NZS na skupu B moZemo utvrditi na jos jedan
nacin. Posmatrajmo grupoid iz primera 4.2 i funkciju ¢ : {a,b,c,d} — {1,2,3,6} de-
finisanu sa ¢ = ( ;l Z i (21 ) Funkcija ¢ je ocigledno bijektivna. Ako u tablici
operacije * iz primera 4.2 zamenimo svako a sa 3, svako b sa 6, svako ¢ sa 1 i svako d
sa 2, a zatim u dobijenoj tablici zamenimo prvu i trecu vrstu kao i prvu i trecu kolonu, i
zamenimo drugu i Cetvrtu vrstu kao i drugu i Cetvrtu kolonu, dobijamo tablicu operacije
NZS na skupu B (vidi komentar na strani 54). To znaci da je funkcija ¢ izomorfizam
iz grupoida (A, *) u grupoid (B,NZS). Dakle, grupoidi (A,*) i (B,NZS) su izomorfni,
Sto znaci da imaju identicne osobine (vidi komentar na strani 54). Kako je u primeru
4.2 dokazano da je operacija * asocijativna u skupu A, zbog izomorfizma sledi da je
operacije NZS asocijativna u skupu B.

Za veZbu moZete pokazati da je takode i funkcija ¥ : {a,b,c,d} — {1,2,3,6} defini-

a b ocd ) izomorfizam iz (A, ) u (B,NZS), kao i da su funkcije

sanasa;bz(2 6 1 3

filabe,d) = (1,2,3,6) f:(a b ¢ d)’

1 1 1 1
g:{a,b,c,d) — {1,2,3,6), gz( 1 16’ 1 g )
h:{a,b,c,d) = {1,2,3,6), h:( p; 2 1 ‘1’ )
homomorfizmi iz grupoida (A, *) u grupoid (B,NZS). v

Zadatak 4.4 Nekaje A#0, i nekaje F={(f| f:A—A}iB= {fl f:A’:f—'{:'A}. Is-
na

pitati strukture ¥ = (F,0) i B = (B, o) (gde je o kompozicija funkcija).

w ReSenje:

(a) F je grupoid, jer za f,g€F, tj. f:A—>Aig:A—> A, vaiih= fogeT jerje
h:A— A.
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(b)

Kompozicija funkcija je asocijativna operacija.
U opstem slucaju, kompozicija funkcija nije komutativna operacija - vidi zadatak
2.4 gde je fog # go f (samo za neke specijalne sluCajeve vazi fog # go f,
npr. za funkcije f : R - R i g: R — R definisane sa f(x) = 5x1i g(x) =2x je
f(g(x) =g (f(x)=10x).
Takode, u opStem slucaju kompozicija funkcija nije idempotentna. Na primer,
za A = {1,2} i funkciju f : A — A definisanu saf:( ; ? )vaiifsz ia# f.
Samo za neke specijalne slucajeve vazi gog = g, npr. za A = {1,2} i funkciju
2 " _
y o |VaZigog=g.
Neutralni element je iy € IF jer za sve f € Fisve x € A vazi
w(f(x))= fx) 4. iaof=/1,
—— ——

t t

g:A — Adefinisanu sa g =

ianalogno foig = f.

Za neke funkcije postoje inverzni elementi, a za neke ne. Npr. za A ={1,2,3} i
funkcijef:A—>Aig:A—>Adeﬁnisanesaf=( ; ? ? )ig:( é i ? )
ne postoji inverzni element f’ za funkciju f, dok je inverzni element funkcije g
; % ; ) =g~ ! Akoza funkciju 4 postoji inverzni element /’,
tada je hoh’ = h’ oh = iy, te sledi da mora biti /' = h~! (vidi komentar na strani
24). Zakljuujemo da funkcija 1 € F ima inverzni element #’ = h™! ako i samo
ako je funkcija & bijektivna.

funkcija g’ = (

U skupu F kompozicija funkcija nije kancelativna. Npr. za A = {1,2} i funkcije

f:A—>A,g:A—)Aih:A—>Adeﬁnisanesaf:(; ;)gz(i %)1

hz( é ?)vaiifongthfigih.

Skup B sadrZi sve bijektivne funkcije skupa A u skup A, a kako je kompozicija
bijektivnih funkcija bijektivna funkcija (vidi komentar na strani 24), sledi da je
8 grupoid (Sto znaci da je B podgrupoid grupoida A).

Kompozicija funkcija je uvek asocijativna funkcija.

Kompozicija funkcija ni u skupu bijektivnih funkcija nije idempotentna operaci-
ja, Sto potvrduje primer pod (a).

Komutativnost u opstem slucaju ne vazi ni za bijektivne funkcije. Na primer, za
A =R i bijektivne funkcije f(x) =2x+31g(x) =4x+5vazi fog# go f jer je
fg(x)=8x+13#8x+17=g(f (x).

Neutralni element je opet identicka funkcija jer je i ona bijektivna (tj. is € B).
Stoga se i inverzni elementi poklapaju sa inverznim funkcijama, a kako skupu
B pripadaju samo bijektivne funkcije, sledi da svaka funkcija f € B ima sebi
inverzni element f~!' € B.
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Kako postoje neutralni i inverzni elementi, operacija o je kancelativnauB. @

I= Ukoliko razmatramo osobine kompozicije funkcija na skupu F nekih (ne oba-
vezno svih) funkcija f : A — B, tada mora biti B = A jer inaCe uradeni par ¥ = (F, o) nije
ni grupoid. Ako to jeste slucaj, tada kompozicija funkcija jeste asocijativna na skupu
F, a u opStem slucaju nije komutativna. U nekim specijalnim slucajevima operacija o
moZe da bude komutativna na skupu [F; na primer, za F = { f,, | a € R} gde je funkcija
fa : R — R definisana sa f,(x) = ax za sve a,b € R vaZzi

Jao fo(xX) = fa(fp (X)) = a(bx) = (ab)x = fap (x), x€R,
te je fa© fo = fab = foa = fo © fa 22 sVe fu, fi €F.
Ukoliko skup funkcija [ sadrZi identicku funkciju i4, tada je iy obavezno neutralni
element u grupoidu ¥, i u tom slucaju su inverzni elementi, ukoliko postoje, obavezno
inverzne funkcije. Ukoliko ig ¢ T, tada se moZe desiti da u ¥ ne postoji neutralni
element, a moZe se desiti i da je neutralni element neka funkcija e # i4; u poslednjem
slucaju inverzni elementi, ukoliko postoje, ne moraju biti inverzne funkcije. Dakle,
pojam inverzne funkcije se poklapa sa pojmom inverznih elemenata na nekom skupu
funkcija samo ukoliko se radi o operaciji kompozicije funkcija, i pri tome je neutralni
element identicka funkcija. Vidi zadatak 6.32.

Zadatak 4.5 Nekaje G = (G, *) grupoid, i neka je na skupu G" (za neko n € N) binarna
operacija ® definisana sa

(ar,a2,...,a,)®(b1,by,...,by) = (a1 *b1,a2 % by,...,a, *by)

za sve (ay,ay,...,a,),(b1,ba,...,b,) € G". Dokazati da je G" = (G",®) grupoid, kao i
da vaZi

(a) ako je = asocijativna operacija u G, tada je ® asocijativna operacija u G";

(b) ako je = komutativna operacija u G, tada je ® komutativna operacija u G";

(c) ako je = idempotentna operacija u G, tada je ® idempotentna operacija u G";

(d) ako je postoji neutralni element e u G, tada postoji neutralni element i u G", i to

jee=(ee,...,e);

(e) ako u G postoji neutralni element e i ako u G za sve x € G postoje inverzni

elementi x' € G, tada postoji neutralni element e = (e,e,...,e) u G", i za svaki
elementa=(ay,ay,...,a,) postoji njemu inverzni element a = (a’l ,a’2, ... ,a,’T) eG"
uG";

(f) ako je A komutativna grupa, tada je i & komutativna grupa.

= ReSenje: 1z same definicije, tj. zbog zatvorenosti operacije * u G je jasno da je
operacija ® zatvorena u G", tj. G" je grupoid.
(a) Zasve (aj,an,...,a,),(b1,by,...,by),(c1,c2,...,c,) € G" vazi

(ar,an,...,a,) ®((b1,ba,....by) ®(c1,C2,...,C1)) =
=(ay,a,...,a,)® by *c1,by*ca,....,by*xcy) =
= (a1 (by xc1),a2 % (b2 %C2),...,an* (byxcy)) =
= (a1 xb1)xc1,(azxba)* ca,...,(an xby)* cy) =
=(ay*by,apxby,...,a,%b,) ®(c1,¢2,...,Cy) =
=((ay,az,...,a,) ®(b1,bs,...,by))®(c1,C2,...,Cpn).
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(b)
©
(d)

(e)

®

Sli¢no kao pod (a).

Sli¢no kao pod (a).

Ako je e neutralni element u G, tada za sve (ay,az,...,a,) € G" vazi
(e,e,...,e)®(ay,as,...,a,) = (exay,exay,...,exa,) = (ay,a,...,d,),

i na isti nacin (a,as,...,a,) ® (e,e,...,e) = (ai,ar,...,a,), te je € = (e,e,...,e)
neutralni element u G".

Neka u G postoji neutralni element e, i neka u G za sve x € G postoje inverzni
elementi x” € G. Na osnovu (d) je tada e = (e,e, ..., e) neutralni element u G", i
za sve (a,as,...,a,) € G" vazi

(a’l,a’z,...,a;,)@(al,ag,...,an) = (a’l *al,a’z*ag,...,a; *an) =(e,e,...,e)=e,
ina isti nacin (al,az,...,an)®(a'l,a’2,...,a;l) =e, tejed= (a’l,a’z,...,a;) inverzni
element elementa (ay,as,...,a,) u G".

Sledi iz prethodnih tacaka. a

Na primer, grupoidi (R2,+), (R3,+), (R4,+), ..., gde je + sabiranje uredenih n-

torki, ima iste osobine kao grupoid (R, +)1.

Uobicajeno je da se umesto sa @ sabiranje uredenih n-torki oznacava sa +.



Glava 5

Bulove algebre

’

Aksiome Bulove algebre B = (B, +,-,",0,1):

[BA1] komutativnost

a+b=b+a, a-b=b-a,
[BA2] distributivnost

a-(b+c)y=a-b+a-c, a+b-c)=(@+b)-(a+c),
[BA3] neutralni elementi

a+0=a, a-1=aq,
[BA4] inverzni elementi

at+a’ =1, a-a =0.

I’= U Bulovoj algebri B = (B, +,-,”,0,1) su konstante 0 i 1 razliite.

IZ= U svakoj konacnoj Bulovoj algebri je broj elemenata oblika 2" za neko n € N.
Tako ne postoji Bulova algebra sa npr. 6 elemenata, ve¢ samo sa 2, 4, 8, 16, ... eleme-
nata.

Osnovne teoreme Bulove algebre B = (B, +,-,”,0,1):

[BT1] zakon idempotentnosti
ata=a, a-a=a,
[BT2] ogranicenost
a+l=1, a-0=0,
[BT3] apsorbcija
ata-b=a, a-(a+b)=a,
[BT4] a+d’ -b=a+b, a-(a+b)=a-b,
[BT5] asocijativnost
(a+b)+c=a+b+c), (a-b)y-c=a-(b-c),
[BT6] jedinstvenost komplementa
(a+x=1ANa-x=0) = x=d,
[BT7] involucija
@) =a,

59
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[BT8] 0'=1A1"=0,
[BT9] De Morganovi zakoni
(a+b) =a’ b A (a-b) =d+b'.

I’= U Bulovoj algebri B = (B, +,:,”,0,1)jesa x<y © x+y=y definisana relacija
poretka. Kada kaZzemo relacija poretka Bulove algebre, mislimo na ovu relaciju. Pod
Haseovim dijagramom Bulove algebre podrazumevamo Haseov dijagram ove relacije
poretka. U odnosu na nju, 0 je najmanji, a 1 najveéi element.

I Uocimo da se aksiome i teoreme javljaju u tzv. ,,dualnim” parovima. Naime, ako
u nekoj aksiomi ili teoremi svako + zamenimo sa -, - sa+,0sa 1, 1 sa0,1iiskaz x <y
iskazom y < x, dobijamo ,,dualnu” aksiomu odnosno teoremu. Ovo pravilo se naziva
princip dualnosti. Stoga, ako dokazemo neko tvrdenje, na osnovu principa dualnosti
mora da vaZzi i dualno tvrdenje koje se dobija gorepomenutim zamenama.

Definicija 5.1 Podalgebra Bulove algebre B = (B,+,-,,0,1) je svaka Bulova algebra
B= (B, +,-,,0, 1) gde je B C B, a operacije iz B su restrikcije operacija iz B.

I’= Konstante 01 1 iz podalgebre su iste kao konstante 0 i 1 u samoj Bulovoj algebri
B =(B,+,:,,0,1). Svaka Bulova algebra ima kao podalgebre tzv. trivijalne podalgebre
{0,1},+,-,,0,1) i samu B. Pri proveri da li je B= (E,+,-,’,O, 1) podalgebra Bulove
algebre B = (B, +,-,,0,1) je dovoljno proveriti zatvorenost opercija u B (vidi dodatak
B).

Sledeca tri primera predstavljaju najvaznije primere Bulovih algebri:

Primer 5.1 Uredena Sestorka I = (I,V,A,], L, T) je Bulova algebra, gde je I ={L, T},
i gde su Vv, A i poznate operacije iskaznog racuna - disjunkcija, konjunkcija i negaci-
ja:

VIiL T Al L T 1
1| L T 1| L L 1| T
T| T T T| L T T L
Umesto oznaka L, T, V, A, V, ] se Cesto koriste redom oznake 0, 1, +, - i’ (vidi zadatak

5.8), a I nazivamo Bulovom algebrom iskaznog racuna.
Lako se proverava da je navedena uredena Sestorka zaista Bulova algebra:
[BA1] Logicke operacije V i A su komutativne Sto sledi iz odgovarajucih tautologija

(pvqg)e(@Vp)i(pAg) e (gAp), asto se moZe dokazati i direktnom proverom
svih 2% = 4 uredenih parova (p,q) € {L, T})%.

[BA3] Aksiome a+0=aia-1=asuzadovoljene sto sledi iz odgovarajucih tautologija
(pvl)e pi(pAT)e p, asto se moZe dokazati i direktnom proverom.

[BA4] Ispunjenost aksioma a+a’ =1 i a-a’ =0 sledi iz tautologija (pVip) © T i
(pA1p) © L, a sto se moZe dokazati i direktnom proverom.

[BA2] Operacije Vv i A su distributivne jedna prema drugoj sto sledi iz tautologija

(pAgvr)e(pAgV(pAN)i(pVgAr) e (pVg) A(pVr), astosemole
dokazati i direktnom proverom svih 2° = 8 uredenih trojki (p,q,r) € {L, T} .
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Naravno, sama I je jedina podalgebra od I. Njeni elementi su u relaciji L < T. 4

Primer 5.2 Neka je A proizvoljan neprazan skup. Za partitivni skup (skup svih pod-
skupova) P(A) ={X | X C A} skupa A je uredena Sestorka P (A) = (P(A),U,ﬂ, ,@,A)
Bulova algebra (zovemo je Bulova algebra ,,partitivni skup”).

[BAL] Za sve X,Y e P(A)vazi XUY =YUXiXNY=YNX:

ey

(@)

XUY=YUX akko VxeA,xeXUY © xeYUX akko

akko VxeA, (xeX Vv xeY) & (xeY VvV xeX) akko

akko VxeA, (p(x) VvV g(x) & (g(x) VvV p(x)

gde je p(x) iskaz x € X, a q(x) je iskaz x € Y, pa posto je poslednja u nizu
ekvivalentnih formula tautologija, sledi tacnost jednakosti XUY =Y UX;
XNY=YNX akko VxeA,xeXNnY © xe¥YNX akko

akko VxeA, (xeX Ax€eY) & (xeY A xeX) akko

akko VxeA, (p(x) A q(x) & (g(x) A p(x))

gde je p(x) iskaz x € X, a q(x) je iskaz x € Y, pa posto je poslednja u nizu
ekvivalentnih formula tautologija, sledi tacnost jednakosti XUY =Y UX.

[BA2] Za sve X,Y,Z € P(A) je
XN(YUZ)=(XNY)UXNZ)iXU(¥NZ)=XUY)NXUZ):

ey

@

XNYuz)=(XNnY)u(XnZ) akko
akko VxeA, xeXNYUuZ) o XnY)u(XnZ) akko
akko VxeA, (xeX A (xeY VxeZ) &
S (xeX ANxeY)V (xeX AxeZ)) akko
akko VxeA, (p(x) A (g(x) V r(x) ©
S (p(x) A gx) VvV (p(x) A rx))
gde su p(x), q(x), r(x), redom iskazi x € X, x € Y, x € Z, pa posto je po-
slednja u nizu ekvivalentnih formula tautologija, sledi tacnost jednakosti
XNYuz2)=(XNnYuXnZz),

analogno.

[BA3] Za svako X e P(A)vaZi XUD=XiXNA=X:

ey

@

XUb=X akko xeXUD © xeX akko
akko (xeX VvV xel) © xeX akko (p(x) Vv 1) © px)

gde je p(x) iskaz x € X, pa posto je poslednja u nizu ekvivalentnih formula
tautologija, sledi tacnost jednakosti XUA = X;

analogno.

[BA4] Za svako X e P(A) vazi XUX =AiXNX =0:

ey

XUX=A akko xeXUX & xecA akko

akko (xeX v xe?) o xeA akko

akko (xeXVxé¢X) © xeA akko (p(x)Vipx) © T

gde je p(x) iskaz x € X, pa posto je poslednja u nizu ekvivalentnih formula
tautologija, sledi tacnost jednakosti X UX = A;
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(2) analogno.

Uocimo da za sve X, Y € P(A) vazi
X<Y © XUuY=Y & XcCY,
te je u ovoj Bulovoj algebri relacija < u stvari dobro poznata skupovna relacija C.
Na primer, za A = {a,b,c} je P(A) ={0,{a},{b},{c}.{a,b}.{a,c},{b,c},A}, Haseov

dijagram ove Bulove algebre (1j. relacije C) je
A

a podalgebre od P(A) su  ({0,4},U,0,,0,4),  (10,A,{a}, {b,c}},U,n,”,0,A),
(10.4.1b} {a.c}}.U.N.7.0.4),  (10.A.{c}.{a.b}}. U0, .0.4),  (P(A).U.N,.0.A).
4

Za n € N ¢emo nadalje sa D,, oznaCavati skup delitelja broja n.

Primer 5.3 Uredena Sestorka D3y = (D30,NZS, NZD, %, 1,30), je Bulova albegra, i
zovemo je Bulova algebra delitelja broja 30, gde je D3 = ({1,2,3,5,6,10,15,30}). Ope-
racije NZS i NZD (,, najmanji zajednicki sadrZalac” i ,,najvedi zajednicki delilac”) su
definisane sa

def

NZS(x,y)=s © (x|s A y|ls AV, (x|t A ylt) = s<t)),

def
NZD(x,y)=s © (s|x A s|y AVE (t]x A t]y) = 1<5)).
Na isti nacin kao u primeru 4.3, svaki element skupa x € D3y moZemo predstaviti u
obliku x = 2% -3P-5Y za neke a, B,y € (0,1}, a operacije NZS, NZD i % u obliku
NZS (201 381 .57 ,22 .38 .5)’2) = pmax{ay,az} . 3max{fy B} . 5maX{7|,72}’
NZD(zdl 381,571 a2 .36 .572) = pmin{ar,ax}, 3min{F1,Bo}, gminfy1,y2}
30  2!.3'.5!
2a¢.36.57  2a.38.5Y
gde su operacije max, min i 1 —¢ skupa {0, 1} definisane Kejlijevim tablicama:
+|0 1 10 1 ’
00 1 0/0 O 01
1|1 1 110 1 110
i to su prakticno redom logicke operacije V, A i1 gde je L oznaceno kao 0, a T kao 1
(vidi zadatak 5.8).

[BA1] Posmatrajmo proizvoljne x = 291 -3P1 .57 € D3y iy =292.3P2.572 € Dy,

— 21—0 . 31—ﬂ . 51—7,
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(1) NzS (201 .3B1 .57 ,202 .32 572) = pmax{ay,az}  3max{8,62} . gmaxfyi,y2} —
= pmax{ag,ar}, gmax{Ba,f1} . gmaxiy2,y1} = NZS (2{12 362,572 1. 361 5% )
Prema tome, komutativnost operacije NZS sledi iz komutativnosti opera-
cije max, odnosno iz komutativnosti logicke disjunkcije. Komutativnost
operacije NZS je inace i ocigledna iz same definicije te operacije.
(2) Analogno (komutativnost operacije NZD sledi iz komutativnosti operacije
min odnosno logicke konjunkcije).
[BA2] Posmatrajmo proizvoljne elemente x = 2% -381.5Y1 € Dyg, y =2%2.352.572 ¢ Dy
iy=2%.353.5% ¢ Ds. Ako operacije max i min posmatramo kao logicke ope-
racije V i A, koristeci distributivnost operacije A prema operaciji V i obratno, tj.

tautologije (p A(gV 1) & (pPADV (PAD) i (pV(GAR) S (V@ APV )
dobijamo

(1) NZD (201 .36 .571,st(zwz .3B2.572 23 . 3B .573)) =
=NZD (2041 .31 . 571 pmaxiaz.as}. 3max{Bs B3} .5maX{72,73}) =
= pminfay,max{az,a3}} , ymin{Bi,max{Bz,83}} . gmin{yr,max{yz,y3}} —
(] Hmax{min{a; a2} min{ey,a3)} 3max(min{g) B,},min{B1 B3)} gmax(min{y; yo}min{y1.y3}} —
=NZS (zminlal a2}, 3min{fy Ba}. gmin{yr.y2} pminfey.e3}, 3min{f f3}. sminty; 0’3})
= NZS (NZD (201 .3B1.571 2@ .3[32.572), NZD (2011 .3B1.571 03,363 .573))
(2) Analogno (distributivnost operacije NZS prema operaciji NZD sledi iz ta-
utologije [+x]).

[BA3] Posmatrajmo proizvoljno x = 221 -3P1 .51 € Dy, Jednakosti NZS(x,1) = x i
NZD (x,30) = x su ocigledne, ali ih moZemo dokazati i primenom odgovarajucih
osobina operacija iz Bulove algebre iz primera 5.3 (1j. tautologija (pV 1) & p i
(pAT) S p).

(1) NZS(201-3f1-571,1) = NZS (201 - 381 .57,20.30.50) =
= pmax{a,0}, 3max{f.0} . gmax{y1.0} = pa1 . 361 .51

(2) Analogno.
[BA4] Posmatrajmo proizvoljno x = 271 - 381 . 571 € Ds. Jednakosti NZS (x, %) =301

NZD (x, %) = 1 se lako proveravaju za svih 8 elemenata skupa D5, ali ih mo-
Zemo dokazati i primenom odgovarajucih osobina operacija iz Bulove algebre iz
primera 5.3 (. tautologija (pV1p) © T i (pAlp) & L).

30 - 1-ay 3181 .51-71) —
1) st(zal.3!31.571’m)_st(2¢11.3ﬁ1.571’2 a1 .31-B1 .5 71)_
= pmax{ay,l-a1}, gmax{B1,1-B1} . gmax{yr,.1-y1}) = o1 .31.51 = 30,

(2) Analogno.

Uocimo da za sve x,z € D30 vazi
x<z © NZIS(x,y)=y & xly

te je u ovoj Bulovoj algebri relacija < u stvari dobro poznata relacija ,,deli”. Haseov
dijagram ove Bulove algebre (tj. relacije ,,deli”) je



64

<X,

a podalgebre od D5y su (vidi zadatak 5.10)
({1,30},NZS,NZD 30 1,30), ({1,30,2,15},NZS,NZD 30 1,30),

s x s x

(11,30,3,10},NZS,NZD, 32, 1,30),  ({1,30,5,6},NZS,NZD,32,1,30), Dsp. ¢

> x > x

Zadatak 5.1 Ispitati da li je Dy = (Dlz, NZS,NZD, l—xz, 1, 12) Bulova algebra, gde je
D1, =1{1,2,3,4,6, 12} skup delilaca broja 12.

w Resenje: Primetimo da je 12 =2-2-3, i analogno primeru 5.3, uvedimo reprezenta-
ciju x =2%-28.37, a,B,y € {0, 1} elemenata skupa D15.
[BA1] Komutativnost operacija NZD i NZS je ocigledna.
[BA2] Uzajamna distributivnost operacija NZD i NZS se proverava kao u primeru 5.3.
[BA3] Za svako x € Dy, ocigledno vazi NZD (x,1) = 1 i NZS(x,12) = 12.
[BA4] Aksiome NZS (x,2)=12iNZD(x,2) = 1 medutim nisu zadovoljene, jer je npr.
st(z, %) =NZS(22,6)=6# 121 NZD(z,%) =NZD(2,6)=2# 1. o
I’= PokuSajmo odgovoriti na pitanje zasto D3 jeste, a D> nije Bulova algebra.
Aksiome [BA1], [BA2] i [BA3] vaZe u obe strukture, a aksiome [BA4] su te kod kojih se
situacija razlikuje, tj. aksioma [BA4] vazi u D3p a ne vazi u D ;. U ¢emu je razlika? Kod
uredene estorke Dy, imamo da je npr. NZS (2, ) =NZS(2,6) =6 # 12iNZD (2, ¥) =
NZD(2,6) =2 # 1 zato $to su i 2 i 6 brojevi koji osim 1 imaju jo§ jedan zajednicki
faktor, a to je 2. Tako dolazimo do odgovora na naSe pitanje, i taj je odgovor precizno
formulisan u zadatku 5.2. Podsetimo se pre toga da se svaki prirodan broj n moze
razloziti na proste faktore, odnosno da je n = p‘;‘ . pgz -...-py" gde su p; razliciti prosti
brojevii s; € N.

Zadatak 5.2 Neka je n prirodan broj razlicit od jedinice, i neka je D, = {k e N | k| n}
(skup svih delitelja broja n). Dokazati da je D, = (D,,,NZS,NZD, 2—1, l,n) Bulova al-
gebra ako i samo ako je n=p1-pa-... pr gde su p1,pa,...,pr medu sobom razliciti
prosti brojevi (tj. ako i samo ako se u faktorizaciji broja n svaki prost faktor pojavljuje
najvise jednom).

w ReSenje:

(&) Neka su p; medu sobom razliciti prosti brojevi. Da je D,, Bulova algebra, doka-
Zuje se na isti nacin kao u primeru 5.3.
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=)

Neka je D, Bulova algebra, i dokazimo da su p; medu sobom razliciti prosti bro-
jevi. Pretpostavimo suprotno, da medu brojevima p; ima i jednakih. Bez gubitka
opstosti, pretpostavimo da je n = p% -p2-p3-...- pr (pri Cemu medu brojevima p;

...... n p%-pz-py..npr

=p1-p2:p3c---:Pr
P1

sledi da je
n
NZS(m,E) =NZS(p1,p1-p2-p3--..-pr) =

=P 'P2'P3'---'Pr:ﬁp%'PZ'PT---'Pr=n,
$to znaci da u D,, ne vazi aksioma [BA4] ¢cime smo dosli u kontradikciju s tim da
je D, Bulova algebra. vl

Zadatak 5.3 ZaokruZiti slova (ili slovo) ispred iskaza koji su tacni u svakoj Bulovoj
algebri (B,+,-,,0,1).

1.
4.
1.
10.
13.
16.
19.
22.

ab=a 2. (a+b) =a't 3. atb=ab

a+1=0 5. a+db=a+b 6. ab=(d +b"Y

a+ab=a 8. a+b=(ab) 9. a+bc=(a+b)a+c)
1-0=1 11. a+b=a+b’ 12. a+b=(a'b"y

a+a=aa 14. a+ad’ = (ad’)y 15. (a=1Vvb=1) = a+b=1
a<0 17. a+b=1ob=d 18. a+b=1=b=d

asd 20. a=b' = a+b=1 21. (a=1Vvb=1) @ a+b=1
a<l 23. ab<a+b

w Resenje: Da bi utvrdili da je neko tvrdenje netacno, dovoljno je navesti bar je-
dan primer koji to potvrduje. Netacna tvrdenja Ce biti ilustrovana na primeru Bulove
algebre (P (A),U,n,,0,A) za A = {1,2,3}.

1.

e ok »Dd

—_—
— O

—_ =
W N

_
b

NE:a={1},b=0.
DA: teorema [BT9].
NE:a={1},b=0.
DA: a+1 27 1 2%
DA: teorema [BT4].
DA: (@ +b'y "2 b BI .
DA: teorema [BT3].
NE:a=0,b=0.
DA: aksioma [BA2].

NE: An0 # A.

NE:a=0,b={1}.

DA: @by "+ b B .

DA: teorema [BT1].

[BA1]

BT9 BT7
DA: (ad’y (BT ]a’+a” (BT ]a’+a = a+d.

0.
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15. DAra+12 1145 BB
16. NE:a={1}¢ 0.

17. NE:a={(1,2},b={1,3}.

18. NE:a={(1,2},b={1,3).

19. NE:zaa={l}jed ={1}={2,3},tenevaziaCd'.

20. DA: aksioma [BA4] (uz primenu aksiome [BA1]).

21. NE:a={1,2},b={1,3}.

22. DA:zasvakoaeBjea+1 T2y (po definicijirelacije <je x<y & x+y=1Yy).

23. DA:zasvea,be Bie (ab)+(a+b) = (ab+a)+b " 2N 44 p, d

Zadatak 5.4 Neka je B = (B,+,-,,0,1) proizvoljna Bulova algebra, i neka je a,b,c €
B. Dokazati zakone kancelacije

(@) (ab=ac Nd'b=d'c) > b=c,
(b) (a+tb=a+cANa+b=d +c) > b=c.

w ReSenje:

(a) Neka je ab Wacian? ac. Sledi

b [BA3] b1 [324] (a /) [B:AZ] ba+bd [Bél] ab+d'b [1]_;[2]
—aC+a'c[:]ca+ a’[z cla+ ,)[BA4] _1[823]0.
(b) Sledi na osnovu (a) i principa dualnosti. v

Zadatak 5.5 Dokazati da su u svakoj Bulovoj algebri B = (B,+,-,,0,1) sledeéi iskazi
ekvivalentni:

(@) xy=x, (b) x+y=y, () X +y=1, (d) xy’ =0.

= Resenje: Umesto da dokazujemo ekvivalentost svaka dva iskaza (Sto ¢ini dokaz 6
ekvivalencija tj. 12 implikacija), zbog tranzitivnosti ekvivalencije je dovoljno dokazati
npr. daje (a) © (b) A (b) & (c) A (c) & (d) (samo 3 ekvivalencije tj. 6 implikacija).
Medutim, zbog tranzitivnosti implikacije, umesto pomenutih 6 implikacija dovoljno je
dokazati npr. (a) = (b) A (b) = (c) A ()= (d) A (d) = (a).

(a=b) Neka je xy = x. Sledi

% BA3],[BA BA BT: BA
X+y= xy+y[ U I]yx+yl [ =2]y(x+ 1)[ =2]y1 [ =3]y.
(b= c¢) Nekaje x+y=y. Sledi
X' +y =¥+ (x+y) (BI®l X +x)+y (BATLIBAYI 1+y (BAILBTZ] 1.

(c=d) Nekaje x’ +y=1. Sledi
, B T7] ’ ,[B 9]

o B ey )2 BI8

' +y) 0.
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(d = a) Neka je xy’ = 0. Sledi
vy [BA3] 0% xy+ xy [BA2] X5+y) BAY | BAY ;

= Prethodno tvrdenje nam prakticno daje jo$ tri ekvivalentne definicije relacije
poretka < u Bulovoj algebri.

Zadatak 5.6 Dokazati da u svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) za sve a,b,c € B
vazi
(@) a<a+biab<a
(i, naravno, zbog komutativnosti: b <a+b i ab <b),
) (@ascAb<c) o a+b<sc i (c<aANc<b) & c<Lab,
() (ascAb<c)=>ab<c i (c<aAc<b)=>c<a+b,
a obratne implikacije ne vaZe,
(d) a<b © (a+c<b+c A ac < bo),

) asbe b<d i a<bob<d,
gdejea<bakko(a<b Na#+Db)).

w ReSenje: Koristeci teoreme i aksiome Bulove algebre, kao i definiciju relacije po-
[*] . . C e . .
retka x<y & x+y=y dokazujemo redom tvrdenja. Koristi¢emo i ekvivalentnu
- .. o [x#]
definiciju relacije poretka (vidi zadatak 5.5) x <y & xy=ux.

[*] [BT6] [BT1]
(@ a<a+b © a+(a+b)=a+b o (a+a)+b=a+b &

S a+b=a+b o T,

[+] [BA2] [BT2] [BA3]
ab<a & ab+a=a o ab+l)=a o a'l=a o T.

(b) Dokazujemo prvu od navedenih ekvivalencija:

[*]
(=) (@ascAb<c) = (a+c=cAb+c=c) =
[BT5],[BA1],[BT1] #]
=

= (a+co)+(b+c)=c+c (a+b)+c=c [ﬁ

= a+b<c,

[*] [BT1],[BA1],[BT5]
(<) a+b<c = (a+b)+c=c ES

= (a+c)+(b+0o) §c+c,
te je s jedne strane

+c BB bt BB (@ e+ b)at e+ b))
= (a+0)+(b+)c+@+b) TE e+ (a+ 1) B,
i analogno
b+ ¢ PAHBA Bl b+craybrcra)

— @+ O+ broNctB+a) TE e+ bray) e

[BT1],[BAL][BT5]

[ [BT1L[BALL[BTS]

b+c+ad

Analogno, tj. dualno se dokazuje ekvivalencija (c<a A ¢ <b) & c<ab.
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(©

(d)

(e

1=

Dokazujemo prvu od navedenih implikacija:

[#+] [BT5],[BAI]
(a<cAb<c¢c) = (ac=a ANbc=b) = (ac)(bc)=ab =
[BT1L,[BT5] [#x]
= abcc=ab = (abyc=ab = ab<c.

Analogno, tj. dualno se dokazuje implikacija (c<a A ¢ <b) = c<a+b.

Da obratne implikacije ne vaze, dokazuje sledeci primer. Neka je X = {1,2,3}. U
Bulovoj algebri (P (X),U,ﬂ,_, (Z),X) posmatrajmo elemente a = {1,2},
ic={2} zakoje vazianb < c (jer je (anb)Uc = {2} = ¢), ali s druge strane ne
vazi a < ¢ A b < c (npr. ne vazi relacija a < c jer je aUc = {1,2} # ¢), tako da
implikacija ab < ¢ = (a<c¢ A b <c)nije zadovoljena. U istoj Bulovoj algebri
nije zadovoljena ni implikacija c <a+b = (c<a A c<b), npr. za a = {1},

b=1{2},c={1,2}.
Dokazujemo da prvi iskaz implicira drugi, i obratno.
(=) a<bh "W Gib=brab=a) =
[BT1].[BA1],[BT5]
= ((a+b)+c=b+c A (ab)c=ac) ES
[*]
= ((a+c)+(b+c)=b+c A (ac)(bc)=ac) =
= (a+c<b+c A ac<bo);

(<) Nekajea+c<b+ciac < bc. 1z implikacija

[#] [BT1],[BA1],[BTS]
[1l a+c<b+c = (a+c)+(b+c)=b+c =
[BAI],[BTS]
= (a+b)+c=b+c/ - S
[BA4],[BA3]
= (a+b) +cc’ =bc’ +cc! S (a+b)c =bc’,
[*] [BA1],[BA2]
[2] ac<bc = ac+bc=bc S (a+b)c = bc,
sledi da je
BA3],[BA BA 11,2
+5 B )+ ¢) BB (a+ b+ (a+ by

BA BA. BA
= be+b P e+ ) BEY 1 B,

odnosno a < b.

[*] [BT7] , , [BT9] 11y ,

[11 a<b & a+b=b o (a+b)=b s db=b
/ [*] / ’
o ba=b & b<d

[11,[BT9]

2l a<b & (@<bAa#b) & B <d Nd #b) o

o b<d.

Iz ovih tvrdenja pod (b) lako sledi da je a+b = sup{a, b} i ab = inf {a, b} u odnosu

na relaciju <.

b=1{2,3)

[BAI]
S

Definicija 5.2 Neka su B, = (Bl,+1,~1,_1,01,11) i B, = (Bg,+2,~2,_2,02, 12) Bulove

algebre. Funkcija ¢ : By — B, je homomotfizam iz Bulove algebre By u Bulovu algebru

B, ako za sve x,y € By vaZi
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_ —2
px+1y) =9 () +20(), e(x1Y) =) 20(), o(¥) =)
Ako je funkcija ¢ jos i bijektivna, tada je ona izomorfizam, i u tom slucaju pisemo
B1 = Bz.

I’= Izomorfizam prenosi osobine sa jedne Bulove algebre na drugu. Ako je funkcija

. . —1
¢ : B] — B izomorfizam iz Bulove algebre B = (Bl,+1, ‘1, 01,1 1) u Bulovu algebru
—2
B; = (Bz,+2,'2, ,02, 12), tada je

®(01) =0y, (1) =1y, Vx,y€Bi, x<y = o) <),
i sl. Analogno kao kod grupa, ako je ¢ : B — B izomorfizam iz Bulove algebre
B, = (B1,+1,'1,_1,01, 11) u uredenu Sestorku B, = (Bz,+2,'2,_2,02, 12), gde su +92,2

binarne operacije skupa B, - unarna operacija skupa Bj, 1 05,15 € By, tada sledi da
je i B, Bulova algebra.

I’= Za Bulovu algebru B; kaZemo da je izomorfna sa Bulovom algebrom B, ako
postoji izomorfizam ¢ : By — B,. Relacija ,,je izomorfna sa” u skupu Bulovih algebri
je relacija ekvivalencije (vidi zadatak ??).

I Ako su Bulove algebre B, = (Bl,+1,-1,_1,01, 11) 1B, = (Bz,+2,-2,_2,02, 12)
definisane Kejlijevim tablicama, i ako je ¢ : A — B izomorfizam Bulove algebre B; u
Bulovu algebru B,, tada, ukoliko u Kejlijevim tablicama Bulove algebre B; svaki ele-
ment x € B} zamenimo elementom ¢ (x) € B;, dobijamo tablice Bulove algebre B, (pri
¢emu eventualno u tablicama dobijenim zamenom elemenata treba promeniti redosled
elemenata).

Zadatak 5.7 Neka je A ={a,b,c}. Dokazati da su Bulove algebre iz primera 5.2 1 5.3
(P (A) i D3g) izomorfne.

w ReSenje: Neka je B ={2,3,5}. Bulove algebre (A) i P (B); su oCigledno izomorfne
(formalan dokaz za veZzbu), pa ¢emo dokazati izomornost Bulovih algebri $(B) i D3,
a tada izomorfnost Bulovih algebri P (A) i D3 sledi iz tranzitivnosti relacije ,,biti izo-
morfan”.

Posmatrajmo funkciju ¢ : P(B) — D3 definisanu sa VX C B, ¢(X) = 2%-35.57,

gde je
1 , 2eX 1, 3eX 1, 5€X
“z{o . 2¢X ﬁz{o . 3gX 7={0 , S5¢X
Funkcija ¢ je ocigledno dobro definisana i bijektivna. Za proizvoljne X,Y € P(B) je
©(X) =29 .3P1.57 j p(Y) = 2%2 .32 . 572 7a neke @1,B1,71,22,82,y2 € {0,1}. Vazi
(vidi primer 5.3)
NZS (¢ (X).¢(Y)) = NZS(201 - 381 . 571,202 352 572) =

= pmax{ap.az} . gmax{fyfo} . gmaxtyr.ya}

gde je
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max{a;,ax}=1 © (a1=1Var=1) & QeXV22eY) o 2eXUY,
i analogno
max{f,0}=1 & 3eXUY, max{y;,y2}=1 & 3eXUY,
te je NZS (¢ (X), ¢ (Y)) = 2maxlenaa} . gmaxify o} . smaxtyrya} — (X U Y).

Na analogan nacin se dokazuje da je ¢(XNY) = NZD (¢ (X),¢(Y)) i <p(§) = ﬁ
za sve X,Y € P(B). Prema tome, funkcija ¢ je izomorfizam. v vl

Zadatak 5.8 Nekaje B=1{0,1}, i nekasu +, -i operacije skupa B definisane Kejlije-
vim tablicama:

+[0 1 -0 1 |
00 1 0[0 O 01
111 10 1 1|0

Neka je B = (B, +,-,,0,1).

(a) Dokazati da je B Bulova algebra koja je izomorfna sa Bulovom algebrom iz
primera 5.1.

(b) Neka je A proizvoljan neprazan skup, neka je F ={f | f : A — B}, i neka su na
skupu F definisane binarne operacije ®, © i unarna operacija ~, kao i nularne
operacije (konstante) O i 1 na sledeci nacin: za sve f,g € F definisemo

f@g: VaeA, (feg)(a) = fla)+g(a),
fog: VYacA. (fo)@=f(a) g,
f: YaeA, f(a)=f(a),
O: VYaeA, O@=0,
1: VYa€A, 1(a)=1.

Dokazati da je F = (F, ®,0, ,0, ]l) Bulova algebra.
w ReSenje:
(a) Da je B Bulova algebra, moZemo dokazati direktno verifikujuéi aksiome Bulove

algebre, ili, jo$ jednostavnije, ovo tvrdenje Ce slediti i iz izomorfnosti struktura
7 iz primera 5.3 i B. Ovaj izomorfizam opet moZemo dokazati na dva nacina.
Prvi nacin

.. . L Ty, . %
Funkcija ¢ : {L, T} — {0, 1} definisana sa ¢ (L) = 0 1 )]e izomorfizam, §to
se lako proverava verifikacijom jednakosti

e(xVvy) =) +e®), e(xAy) =) (), e(1x) = @),

za sva 4 uredena para (x,y) € {L, T)2.
Drugi nacin
1
0 1
Kejlijevih tablica odgovarajuéih parova operacija Vi +, Ai-, ]i . Naime, ako
se u Kejlijevim tablicama operacija iz 7

Izomorfnost - preko funkcije ¢(L) = ( ) - se lako vidi uporedivanjem
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vt T AL T 1|
Ll T 1lL 1 LT
T|IT T T L T T|L

simboli operacija V, A i ] zamene redom simbolima operacija +, - i ", a simboli
elemenata L i T skupa B se redom zamene simbolima elemenata 0 = ¢(L) i
1 =¢(T) skupa I, dobijamo Kejlijeve tablice

+]0 1 |0 1
0[]0 1 00 0 01
111 10 1 1|0

operacija iz B, $to znaci da je ¢ izomorfizam (vidi komentar na strani 69).

(b) Pre svega, skup F ima bar dva razlicita elementa, odnosno vazi O # 1 jer je A
neprazan skup i 0 # 1. Koriste¢i da je B Bulova algebra [*], dokazujemo da je F
Bulova algebra. Posmatrajmo proizvoljne f,g,h € F.

[BA1] Dokazdaje f@g=g®fifog=g0f:

(1) za svako a € A vazi
(feg)@ = f@+g@ 2 g@+f(a) =g/ ()
(2) analogno je fOg=g0f.
[BA2] Dokaz daje fO(g@dh)=(fOg)@(fOh) i f®(goh) = (f®g)o(fh):
(1) za svako a € A vazi
(fOg®m)(@) = f(@)-(§®h) (@) = f(@)-(g(a) +h(a) &
=fla)-g@+f(a)-h(a)=(fog)(a)+(fOh)(a)=
=((foge(foh)(a)
(2) analogno je f@®(gOh) =(feg)O(fdh).
[BA3] Dokaz daje fol=fife0 =f:
(1) za svako a € A vazi
(fol@=f@ 1@=f@-1= f(a
(2) analogno je f@O = f.
[BA4] Dokazdaje fof=0ifef=1:
(1) zasvako a € A vazi
(rof)@=rw@- f@=f@ 7H0=0@:
(2) analogno je f& f = 1.

Dakle, svaki aksiom u F vazi zato §to vazi odgovarajuéi aksiom u B.

= Vazii sledeée uopstenje. Ako je B = (B, +, ',_, 0, 1) proizvoljna Bulova algebra,
anaskupu F ={f| f:A — B} su operacije definisane na isti na¢in kao u ovom zadat-
ku, tada je F opet Bulova algebra Sto se dokazuje na isti nacin kao u ovom zadatku.

vl




72

Zadatak 5.9 Na skupu B = {0, 1,2,3} popuniti Kejlijeve tablice operacija

+/0 1 2 3 -]o 1 2 3 '
0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3

tako da B = (B,+,-,,0,1) bude Bulova algebra.

w ReSenje:

e Na osnovu [BT8] mora biti 0’ =11 1’ =0. Odavde sada zbog [BT6] sledi da

2" €{2,3}13" €{2,3}, ali zbog [BT1] ne moze biti 2’ =2 i 3’ = 3 jer bismo dobili
2+42'=242=2#1i3+3"=3+3=3#1, pa tako dobijamo da mora biti 2’ =3
i3’ = 3 ¢ime smo (na jedini moguci na¢in) popunili Kejlijevu tablicu operacije ’.

Na osnovu prethodne analize i zbog aksiome [BA3] i teoreme [BT2] dobijamo da
delimic¢no popunjene Kejlijeve tablice moraju izgledati ovako:

+/0 1 2 3 -0 1 2 3 '
0/0 1 23 0[0 000 01
Lt 111 1fo1 23 1|0
202 1 210 2 2|3
3031 3]0 3 3]2

Sada zbog aksioma [BA4] mora da vazi 2+3=2+2"=1,3+2=3+3" =1,
2-3=2:2"=0,3-2=3-3"=0, a zbog teoreme [BT1] mora da vazi 2+2 =2,
3+3=3,2-2=2,3-3 =3, tako da Kejlijeve tablice operacija +, -, " moraju
izgledati ovako:

+]0 1 23 Jo 1 23

0[0 1 23 0/0 0 0 0 01
1111 101 23 1[0
202 1 2 1 210 2 20 2|3
303113 310303 302

Sada je ostalo da proverimo da li ovako definisina operacije zadovoljavaju sve aksiome
Bulove algebre. Verifikujemo ih direktnom proverom za sve moguce vrednosti pro-
menljivih (uraditi za vezbu), ¢ime dokazujemo da smo sa ovim operacijama dobili da
B jeste Bulova algebra. vl

I= Primecujemo da smo tablice morali popuniti na navedeni nacin da bismo dobili
Bulovu algebru, odakle takode prakti¢no sledi da ,,do na izomorfizam” postoji samo
jedna Bulova algebra sa 4 elementa.

Zadatak 5.10 Naci sve podalgebre Bulove algebre iz reSenja zadatka 5.9, sve podal-
gebre Bulove algebre iz primera 5.3, i sve podalgebre Bulove algebre iz primera 5.2 za
A={a,b,c,d}.
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w Refenje: Kod konacnih Bulovih algebri, broj elemenata noseceg skupa je uvek
oblika 2", n € N. Dakle, Bulova algebra moze imati 2,4,8,16,32,... elemenata, pa i
pri traZzenju podalgebri ispitujemo samo podskupove ¢iji je broj elemenata oblika 2",
n € N. Pri tome jo§ imamo u vidu da svaka Bulova algebra B = (B,+,-,”,0,1) ima bar
dve podalgebre: ({0,1},+,-,,0,1) i B (sama sebi je podalgebra). Ovo su takozvane
trivijalne podalgebre. Takode jo$ imamo u vidu da svaka podalgebra Bulove algebre

B=(B,+,-/,0,1) sadrZi konstante 0 i 1.

(a) Bulova algebra iz reSenja zadatka 5.9 je Cetvoroelementna pa moZe imati samo
dvoelementne i Cetvoroelementne podalgebre, $to znaci da ova Bulova algebra
ima samo trivijalne podalgebre.

(b) Bulova algebra D3 iz primera 5.3 je 8-elementna tako da osim trivijalnih podal-
gebri moZe imati jo§ samo 4-elementne, pa treba da ispitamo sve 4-elementne
skupove (podskupove od D3g) koji sadrze konstante 1 i 30. Posto i operacija %
mora biti zatvorena na tim skupovima, to svaki 3-Clani skup oblika {1, 30, x} jo$
dopunjavamo komplementom elementa x i time dobijamo skupove {1,2, 15,30},
{1,3,10,30}1{1,5,6,30}. Lako se proverava da su na ovim skupovima sve opera-
cije zatvorene (dokaz za vezbu), te su podalgebre nabrojane u primeru 5.3 zaista
sve podalgebre od Dj3.

(c

~

Bulova algebra (P ({a,b,c,d}),U,N, 0, 1a,b,c,d)) iz primera 5.2 je 16-element-

na, te osim trivijalnih podalgebri ({@,A} ,Un, Q),A) i (P (A),u,n, ", 0,A) moZe
imati jo§ 4-elementne i 8-elementne podalgebre, pa treba da ispitamo sve 4-
elementne i 8-elementne skupove (podskupove od P (A)) koji sadrZe konstante 0
i A. Do 4-elementnih podalgebri dolazimo na slican nacin kao pod (b). Operacija
"~ mora biti zatvorena na tim skupovima, pa svaki 3-¢lani skup oblika {0,A, X}
jo§ dopunjavamo komplementom skupa X i time dobijamo skupove

{0.{a} {b,c,d}, A}, {0,{b}.{a,c,d}, A}, {0.{c}.{a,b,d} A},
{0.{d} {a,b,c},A},  {0.{a,b},{c,d} A},
{0,{a,c},{b,d},A}, {0,{a,d},{b,c},A}.

Lako se proverava da su na ovim skupovima sve operacije zatvorene (dokaz za
vezbu) i tako konacno dolazimo do svih 4-elementnih podalgebri:

(10.1a}. (b, c.d},A},U,n,7,0,A),  ({0,b).1a.c.d), A}, U0, ~,0,A),
(10.(c} {a.b.d}. A} U0, TL0.A), (10.1d} . {a.b.c}.A},U.N,”,0.A),
(10.(a.b}. c.d}, A}, U, L0,A), ({0.1a.c}.{b.d).A},U.N,,0,A),
(10.(a,d} . {b.c}, A}, U0, 7, 0,A).

Do 8-elementnih podalgebri ¢emo do¢i dodatnim dopunjavanjem 4-elementnih
podalgebri. Tako na primer, ako u skup {0,{a},{b,c,d},A} ubacimo jos i {b},
tada zbog zatvorenosti operacija U, N i " moramo ubaciti i skupove {a,c,d},
{a,b} i {c,d}, i zatim lako proveravamo da su sve operacije zatvorene, tj. da
(10.{a}. (b} .{a.b} . {c.d} . {b.c.d} {a.c.d}, A}, U,N, . 0,A) jeste jedna podalgebra.

Na isti nacin dolazimo do sledeéih podalgebri:
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{0,{a},{c},{a,c},{b,d},{b,c,d} {a,b,d},A},U,N, W
(0,{a},{d},{a,d},{b,c},{b,c,d} {a,b,c},A},U,N, ,0,A

{0,{b} {d} ,{b,d} {a,c},{a,c,d},{a,b,c},A},U,N, ,0,A

o~~~ o~

)
)
{0,{b},{c},{b,c} {a,d} {a,c,d} {a,b,d},A},U,N, 0, A)
)
)

{0.{c}.{d} . {c.d},{a,b} {a,b,d} {a,b,c},A},U,N, ,0,A

Zadatak 5.11 Ispitati da li su data preslikavanja homomorfizmi u Bulovu algebru I =
{{J_’ T} b \/’ /\’ -|? J—’ T}"

@ A1 ={a,b), A =(P@A,U,N,,0,A)

0 fa} {b} A )

90:50(A1)—>{L,T},90:(L [

(b) Ay ={a,b,cl, A =(P(A2),U,n, ,0,4,)

0 f{a} (b} {a.b} {c} la,c} {b,c} Az )

w:P(Az)_){L’T}’w:(L 1 1L 1L T T T T

w ReSenje:
(a) Za vezbu.
(b) Neposredno se lako proverava da za svako X C A, vazi z//(y) = (X). Za ne-
posrednu verifikaciju uslova VX, Y € P(A3), ¢ (XUY) = ¢ (X) V¢ (Y) nam treba
[P (A,)| = 8% = 64 provera, odnosno pola od toga tj. 32 ako imamo u vidu komu-
tativnost operacija U i V, ali éemo mi proveru izvrsiti na drugi nacin - tako §to
¢emo parove X,Y € P(A;) podeliti u Cetiri klase:

(1) za X,Y €{0,{a},{b},{a,b}} jei XUY €{0,{a},{b},{a,b}}, odakle sledi
YyXUY)=L=1VI=yX)Vyd);

2) zaX,Y e{{c},{a,c},{b,c},A2}jei XUY e{{c},{a,c},{b,c},As}, odakle sledi
YyXUY)=T=TVT=¢yX)Vy(),

(3) za skupove X € {0,{a},{b},{a,b}} 1Y € {{c},{a,c},{b,c},As} vaZi daje
XUY €{{c}.{a,c},{b,c},As}, odakle sledi
YyXUY)=T=1VT=yX)Vy(@);

(4) zaskupove X € {{c},{a,c},{b,c},Az}1Y €{0,{a},{Db},{a,b}} vaZi da je
XUY e{{c},{a,c},{b,c},As}, odakle sledi
YyXUY)=T=TVL=¢yX)Vy(Y).

Potpuno analogno proveravamo da je VX, Y €e P(Az), y (X NY) =y (X) AyY(Y).

Komentar: na isti nacin se moze dokazati da je funkcija 8 : P(A,) — P (Ay) defi-
nisana sa

0 {a} {c} la,c} {b} {b,c} {a,b} Az

0 0 0 0 Az A2 A2 AZ

homomorfizam Bulove algebre #(A;) u samu sebe.

6:
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Od raznih ekvivalentnih oblika nekog Bulovog izraza, po znacaju se izdvajaju izrazi
u obliku disjunktivne normalne forme (DNF), saviSene disjunktivine nonmalne forme
(SDNF), konjunktivne normalne forme (KNF), saviSene konjunktivne normalne forme
(SKNF) i minimalne disjunktivne normalne forme (MDNF). MDNF je ,,optimalan”
oblik u smislu da je u njemu upotrebljen minimalan broj operacija (Sto je vazno pri
izradi elektronskih kola za realizaciju neke Bulove funkcije, jer manji broj operacija
znaci jednostavnije i jeftinije elektronsko kolo). Bulov izraz moZe da ima vise DNF i
KNF, takode i viSe MDNF, dok su oblici SDNF i SKNF jedinstveno odredeni u odnosu
na zadani skup promenljivih koji se pojavljuju u izrazu.
I'= Ako treba naci npr. SDNF nekog Bulovog izraza, i ako nije drugacije naglaseno,
podrazumeva se skup promenljivih koje se pojavljuju u zadanom izrazu.

Primer 5.4 Na primer, za Bulov izraz I = (xy’ + x'z)’, primenom aksioma i teorema
Bulove algebre moZemo dobiti razne DNF tog izraza:

BT9 BT BT7
1= (' +x2) P () o) B 4y 4 ) PR () (a4 ) =
[BT5)[BAL] , , , [BA4] ’ , [BA3]
= Xx+X7+xy+y7 = 0+X 7 +xy+y7d =
BA3][BT5 BA4 BA2],[BT5
=xX7 +xy+y7 BASUBTSL 1/ 4 7+ xy+y7 B2 ]x’(y+y’)z’+xy+yz' [BAZLIETS]
— ——

DNF
, [BA3L[BTS5] ,

BA
Xy +xXy'7 +xy-1+1-y7 (BA4

=x'y7 +xX'y7 +xy+yz

DNF
BA2)[BT
=Xy + XY +xy(z+ )+ (x+x)y7 BAZLETS!

v

BT5],[BA1],[BT1
V2 4 xyz b aye +ayd 4 'y PTOHBANETI

=x'y7 +x X'y +x'y'7 +xyz+ xy7,

DNF,SDNF
kao i razne KNF tog izraza:

1=y + x2S oYy B e+ ) P () =
| S —

KNF
[BA3][BT5] [BAI][BT5][BA2]

W +y+0x+0+2) BN (W 1y 4 2y +2)
=X +y+2)(X +y+7)(x+y+7)(x+y +2). v

KNF,SKNF

Opis postupka nalazenja DNF i SDNF:

[k1] - Koriste¢i De Morganove zakone [BT9] i zakon involucije [BT7] se oslobadamo
delovanja komplementa na izraze u zagradama, tako da dobijemo izraz kod kojeg komple-
ment deluje samo na promenljive.

[k2] - Koriste¢i distributivnost operacije - prema operaciji + dovodimo izraz na oblik
,.zbira” konjunkcija; pri tome mozemo koristiti i uopStenje distributivnog zakona:

m n
(aj+ap+...+ay) - (by+by+...+by) = Z Z a,-bj.
i=1j=1
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[k3] - Koriste¢i zakone aa = a, aa’ =0, a+0 = a, i uklanjajuéi visestruka pojavljivanja
jedne promenljive u jednoj konjunkciji, dobijamo izraz u obliku DNF (kao $to smo videli u
primeru 5.4, koristec¢i zakon absorbcije [BT3], teoremu [BT4] i druge zakone moZemo dobiti
i druge ekvivalentne izraze u obliku DNF.

[k4] - Da bismo od bilo koje DNF dobili SDNF, svaku elementarnu konjunkciju po
potrebi ,,proSirimo” promenljivama koje se ne pojavljuju u toj elementarnoj konjunkciji; na
primer, ako u xz treba da ubacimo i promenljivu y, to radimo na sledec¢i nacin:

BA3],[BT5 BA4 BA2],[BT5
xz[ il ]x-l-z[ A ]x(y+y’)z[ L[BTS]

u zavr$nom koraku koriste¢i idempotentni zakon [BT5] uklanjamo elementarne konjunkcije
koje se u ,,zbiru” pojavljuju vise puta.

xXyz+xy'z;

Pri nalazenju KNF i SKNF postupamo dualno. Korak [k1] je isti kao pri traZzenju
DNF, a koraci [k2], [k3], [k4] se zamenjuju koracima [k2'], [k3'], [k4']:

[k2’] - Koristedi distributivnost operacije + prema operaciji - dovodimo izraz na oblik
,,proizvoda” disjunkcija; pri tome moZemo koristiti i uopstenje distributivnog zakona:
m n
(@r-az-eoan)+(br-bz-oob) = [1 Hl(a,-+bj).
i=1 j=
[k3'] - Koristedi zakone a+a =a,a+a’ =1, a-1 = a dobijamo izraz u obliku KNF.
[k4’] - Da bismo od KNF dobili SKNF, svaku elementarnu disjunkciju po potrebi ,,prosi-
rimo” promenljivama koje se ne pojavljuju u toj elementarnoj disjunkciji; u zavrSnom koraku
koristeé¢i idempotentni zakon uklanjamo elementarne konjunkcije koje se u ,,proizvodu” po-
javljuju viSe puta.

Pri svemu ovome koristimo komutativnost i asocijativnost operacija + 1 -.

Sto se ti¢e Bulovih funkcija, radiéemo samo na dvoelementnoj Bulovoj algebri
({0,1},+,-/,0,1) iz primera 5.1.!
I’= Svaki Bulov izraz jednoznacno odreduje Bulovu funkciju, a jednoj Bulovoj
funkciji odgovara vise (beskona¢no mnogo) ekvivalentnih Bulovih izraza.

Ako je f(xy,...,x,) Bulova funkcija definisana na dvoelementnoj Bulovoj algebri
({0,1},+,-,,0,1), tada se jedinstvene SDNF i SKNF mogu konstruisati na sledeéi na-

v

cin:

SDNF (f (x1,...,%n)) = ) flat,..oan)-x{" X,
(aq,...,an)€{0,1}"
SKNF(f(xir.coxa) = [1 (flar...a)+x" +..+x™),

(@1 ,...5an)E{0, 1}
ow Jx o, =1 |1, x=«a
gde je x _{x' , a:O}_{O , X#a
Zadatak 5.12 Svesti na DNF, KNF, SDNF i SKNF sledece Bulove izraze:
(@) I = ((x+y)y(x' +2)) (x(32)")’,
(b) L =((x+y)7 +ux') (xz'),

(©) Ia=(xy+x)xy+2)+7 (x+2) +y' (x+x'2),

Bulove funkcije se mogu razmatrati na bilo kojoj Bulovoj algebri.
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w ReSenje:
(a) DNF(I}):
I = (e + )Y (02)) 2 (@ y ) + (@ +2) ) +02)")
= ((c+YY +Y)+ X)X +y2) 2 (@Y 4y +x) +y2) E
=(ﬂy+V+x@Qié/+\§;)@

a b c
[2]
=(xXy+ Yy + xz) X +(Xy+ y + xzx) yz =
—_—— —— T L — ——— — —
aj ap as b (41 (&) 3 d

3 3
=X Xy+x'y +xx'z+ X yyz+yy' 7+ xyzz el Xy+x'y +0+x"yz+0+xyz el
=x'y+x'y +x'yz+ xyz;

DNF
navodimo jo$ neke DNF izraza I:

L =Xy+xXy +xXyz+xyz=xy+Y)+x'yz+xyz=

’ (BT3] , [BT4] ,
=X +Xyz+xyz =X +xyz = Xx +yz;
————— ———— ———
DNF DNF DNF

SDNF (Z}):

4 4
L=y +y: DXy +2)+ (e x)ys 2

VA

4
=x'yz+x'y7 +xX'yz+XV7 +xyz7+x'yz i Xyz+x'y7 +xX'Vz+xX'y'7 + xyz;

SDNF
u odnosu na promenljive x,y,z,u bi SDNF (/) izgledala ovako:

Y

4
I =Xyz+xX'y7 + X'y z+ X'y 7 +xyz l

[4]
=X yzu+u)+ X'y u+ )+ xX'Vzu+u)+ X'y (u+u')+xyz(u+u’) =
= xX'yzu+ X'yzu' + X'y u+x"y7u + x'y zu +

+xX'y'zu' + XY 7 u+ X'y 7w+ xyzu+ xyzu’;

SDNF

KNF (1;):
[1] ’ ’ ’ 2]
11—(J/y+y+\)£_/z)(\x/_,+y 7z )=
ai ay b &1 () d e e
= (¢ +Y 0 Y DY 00+ D+ +2)
=1-(+y +2)-1-1- (X +y)(x +2) 2 X" +y +2)(x" +y)(x" +2);

KNF
jos neke KNF izraza I;:

I = (X +2)+Y) (& + ) +3) T2 (2 +2)(x +y):

SKNF (1)):
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L= +2)(x +y) [£] O +yy +2)(X +y+2z7) =
=W +y+2)(X+yY +2)(X +y+2)(X +y+7) =
= +y+2)(X +y + )X +y+7);

u odnosu na promenljive x,y,z,u bi SKNF (1;) izgledala ovako:

I iz K +y+2)(X+yY +2)(X +y+7) =

= +y+z+ud )X +y +z+u’ )X +y+7 +un’) =

=X +y+z+uw)X +y+z+u )X +y +z+u)-
(XY +z+u) X +y+ru) (X v+ + ).

SKNF
IZ= Primetimo da je zbir elementarnih konjunkcija u SDNF i elementarnih
disjunkcija u SKNF jednak sa 2", gde je n broj promenljivih. U naSem primeru
je to 5+3 =23 =8. Ovo lako sledi na osnovu dokaza teoreme o predstavljanju
Bulovog izraza u obliku SDNF i SKNF.

(b) DNF(Ip) = xX'yu’ + X' yzu' + x'zu’ + zu’ + xz;
SDNF (I2) = xyzu + xyzu’ +xy'zu+ xy'zu’ + x'yzu' + X'yz’u’ + X'y’ zu’;
KNF () = (X" +2)(y + 2)(x + u');
SKNF () = (x+y+z+u)(x+y+z+u')(x+y+7 +u')-
(Y z+u)x+Y +7 U)X Ay +z+u)-
(X +y+z+u )X +Y ) +Y + 2+ u).
(¢) DNF(3)=xy+xyz+ X z+ X7 +xy' + X'V z=xp(1 +2)+ X (z+7 ) +xy +x'yz=
1 1
=xy+xX +xy +xXYz=xy+xy + X +xYz=x(y+y )+ xX(1+y'z) =
S—— \_v_-/

1 1
=x+x' =1,

odakle automatski sledi

VAN N

SDNF (I3) = xyz+ xyz’ + xy'z+xy'7 + X'yz+ xX'y7’ + X'y’ 72+ xX'y'7,;
SKNF (13) = 1. vl

Zadatak 5.13 Bulove funkcije date tablicom predstaviti preko SDNF i SKNF:

@ x|y fy by x|y|z]| flxy) ©
0 1 ojof[o] o
0 0 0(0]1 1
1 0 0[1]0 1
1 0 011 0
1{0]0 1
1101 0
Lj{1jof o
111 1

= ReSenje:
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(a) SDNF(f)=x"y";
SKNF (f) = (x" + y)(x +y)(x" +));
(b) SDNF(f) = x"y'z+ x'yz' + xy'7' + xyz;
SKNF(f) = (x+y+2)(x+y + )X +y+ )X +Y +2);
(c) SDNF(f)=0;
SKNF (f) = (x + (X" +y)(x +Y)(x" +Y); a

Primer 5.5 Posmatrajmo Bulovu funkciju (Bulov izraz)
fy.0) =xy +xy'd + 'y +xy'2
#1
Napravié¢emo nekoliko njoj njoj ekvivalentnih Bulovih izraza u obliku DNF:

’

— a + 4 + ! ! + / — l+ ’ /: ’ + / - ,
fxy.)=x'(y+y)+x'7+y)=xz' +x'7 =7(x+x)=_z
(23] 3
Fy,2) =y (x+xX)+y 7 (x+x)=y7 +y'7.
N————
(o

Oznacimo sa My broj monoma, a sa Cg broj elementarnih konjunkcija u Bulovom
izrazu ¢ koji je u DNF obliku. U nasim primerima imamo da je

Mg, =12, My, =4, My, =1, My, =4,

Cp =4 Cp,=2, Cp=1 Cp =2
te je M¢3 < M¢i (l € {1,2,3,4}); M¢2 < M¢1’ M¢4 < M¢1, C¢3 < C¢i (l € {1,2,3,4}),
Cy, < Cy,, Cy, < Cy,, pa tako da imamo da su ¢ i ¢4 prostije DNF od ¢1, a ¢3 je

prostija DNF od svih ostalih navedenih (ocigledno je da od ¢3 i nema druge prostije
ekvivalentne DNF pa je ¢p3 minimalna DNF). ¢ i ¢4 u ovom smislu nisu uporedive. v/

Zadatak 5.14 Naci sve proste implikante i minimalne DNF Bulovih funkcija datih svo-
Jjom tablicom vrednosti ili odgovarajuéim Bulovim izrazom:

(a) X 001 1,
y 01 0 1
fGey |1 1.1 0

®) fy)=xy" +xy,

© f2)=0+2) +(x+(E G +2)),

(d) f(x,y,z,u) = xyzu+xyzu’ + xyZu+xy'zu+xy'zu+xy'z’u’ +
y Xy, y Yy y y Yy

VN —

+xX'yzu+ x'yzu' + X'y u+ X'y’ + x'y' zu+ x'y' 7 u,

e flxy,2=1,
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() X 0000O0OOO0OO0OT1TT1TT1TT1TTT1TT1FH1,
y 0000111 1000O0O0TT1TT1:1
b4 0011001 T1O0O0T1T1QO0TUO0OT11
u 01 0101 01O0T1O0T1O0T1O0°1

fGyzw|1 1 1.0 0 1.0 1 00 1 00 1 01

(2) fx,y,u,v)=xyuv+xy'uv+x'yw +xy'u'v + x'yu'v + xyuw’ +

+xy'u + xy'u'v+ x'yuv+ xX'yu'v+x'y'u'v'.
= ReSenje:

(a) SDNF(f(x,y) =x"y +x'y+xy, x| X
proste implikante su: x’, y’, Y *
jedinstvena minimalna DNF: MDNF (f) = x" +y’ V| %
(primetimo da obe proste implikante ulaze u MDNF).

(b) SDNF(f(x.y) = xy’ +x'y, x
proste implikante: xy’, x’y, y *
jedinstvena minimalna DNF: MDNF (f) = xy’ +x'y v

(primetimo da je f ve¢ bila data u obliku MDNF, tj. da je
MDNF (f (x,y)) = SDNF (f (x, y))).
(c) Primenom aksioma i teorema Bulovih algebri nalazimo SDNF funkcije f:
fay)=(+2)+(x+ @ G+2)) =x"Z +X (T (y+2) =
=x7 +xX' (" ++2))=x + X @YD) =xd + X 2+ XY+

.7

=x(y+yY ) +X(+Y)z+ Xy =xy7 +x'7 + X yz+ X'y z+ xX'y'Z.
/

SDNF (f (x,y,2)) = xy7 +xy'7 + xX'yz+ X'y z+ X'V'Z, X X

proste implikante: X'z, x7’, y'7, X'y, N x| *

minimalne DNF: MDNF, (f) = x'z+x7' +y'Z, x| x| %
MDNF; (f) = x'z+xz’ +x'y’. 5 % 5

(d) SDNF(f (x,y,z,u)) = xyzu+ xyzu’ + xy7’ u+ xy’ zu+ xy'z’u+ xy’z’u’ +
+xX'yzu+ x'yzu' + X'y u+ X'y’ + X'y zu+ x'y'7 u,
/

proste implikante: u, x'y, yz, xy'z’, X X
jedinstvena minimalna DNF: . k| x| U
MDNF (f) =u+x"y+yz+xy'7 * *
(uo¢imo da je ovde MDNF zbir svih prostih impli- u
kanti). 7 o
* | x| x| U
yl oy 1y

(e) SDNF funkcije f se sastoji od svih 2 = 8 moguéih elementarnih konjunkcija
(po x, y i z), pa u odgovarajucoj Karnoovoj karti stoje zvezdice u svim poljima,
te celu tabelu zaokruzujemo jednim maksimalnim Cetvorouglom formata 2 x 4
kojem odgovara prosta implikanta 1. Dakle, imamo samo jednu prostu impli-
kantu 1, pa je tada ocigledno i MDNF (f) = 1 (jedinstvena MDNF), §to smo i

inace odmah mogli zakljuciti.
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(f) SDNF(f (x,y,z,u)) =
= xyzu+xyZu+xy'zu’ + X'yzu+ X'y’ u+ x'y'7u+ x'v'zu' + X'y’ 7’

proste implikante: yu, y'Z’u’, X'y'u’, X'z, x'zu, X X
jedinstvena minimalna DNF: z * *|u
MDNF () =yu+y'zZu' +x'y'z *
(uo¢imo da neke proste implikante ne ucestvuju u u
MDNF). v *
* * |u
yl oy 1y
/
(g) Proste implikante: xy’, x"y, xu, yu, y'u'v’, x'u’v’, = T
Cetiri minimalne DNF: u ol ol * |V
MDNF; (f) = xy’ + X'y +xu+y'u'v, * x|
MDNF, (f) = xy’ + X'y + xu+x'u'Vv', NN
MDNF; (f) = xy' + X'y +yu+y'u'v', u
MDNF4(f) = xy" + X'y +yu+x'u'v'. * * |V
yl oy 1y
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Glava 6
Grupe

Definicija 6.1 Grupoid G = (G, %) je grupa ako je operacija * asocijativna, postoji levi
neutralni element e € G (Yx € G, e* x = x), i za svaki element x € G postoji njemu levi
inverzni element x™' € G (x' xx = e). Ako je operacija * jos i komutativna, tada G
nazivamo komutativnom (Abelovom) grupom.

I’= U grupi je levi neutralni element istovremeno i desni, tj. to je onda neutralni
element, i on je jedinstven. Takode su u grupi levi inverzni elementi ujedno i desni, tj.
to su inverzni elementi.

Definicija 6.2 Grupoid G = (G, *) u kome je operacija * asocijativna se naziva polu-
grupa ili semigrupa. Polugrupa sa neutralnim elementom se naziva monoid. Ako je
grupa B podgrupoid grupe A, kaZemo da je B podgrupa grupe A.

Homomorfizmi i izomorfizmi izmedu grupa su homomorfizmi i izomorfizmi izme-
du tih grupoida. Ako je grupa H podgrupoid grupe G, kaZemo da je H podgrupa grupe
G.

Primer 6.1 Uredeni par ({1,i,—1,-1},-), gde je - mnoZenje kompleksnih brojeva, je
grupa. Njena Kejlijeva tablica je 1 i -1 1.

1 1 i -1 -1

i i -1 -1 1

-1/-1 -1 1 1

-1 |-1 1 1 -1

Zatvorenost operacije se vidi iz tablice, asocijativnost se prenosi iz skupa svih kom-
pleksnih brojeva, neutalni element je 1 jer je on neutralni u skupu svih kompleksnih
brojeva, inverzni elementi su redom 1-1=1, (—1)_1 =—1,1"' = -, (-1)~' = i. Dakle,
ovo je jedna netrivijalna konacna podgrupa grupe (C,-). v

I'= Ako je e neutralni element grupe G, tada svaka podgrupa H grupe G sadrzi
element e koji je tada neutralni element i u podgrupi H.
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I’= Svaka grupa ima bar dve podgrupe: podgrupu koja se sastoji samo od neutralnog
elementa, i celu grupu koja je uvek sama sebi podgrupa (ovo su takozvane trivijalne
podgrupe).

= DabiH = (H,x) bila podgrupa grupe G = (G, *) (gde je 0 # H C G), dovoljno je
da operacija * bude zatvorena u H (Yx,y € H, x*y € H), da neutralni element grupe G
pripada skupu H, i da za svako x € H njegov inverzni element u G pripada skupu H.

Neki vazni primeri grupa i podgrupa:

e (R, +) je podgrupa grupe (C,+);

e (Q,+) je podgrupa grupa (R, +) i (C,+);

e (Z,+) je podgrupa grupa (Q,+), (R,+) i (C,+);

o (R\{0},-) je podgrupa grupe (C\{0},-);

* (0,00) je podgrupa grupa (R\{0},-) i (C\{0},-);

e (Q\{0}.) je podgrupa grupa (R\ {0},-) i (C\ {0}, ).

Definicija 6.3 Za grupu (G,*) sa neutralnim elementom e kaZemo da je cikli¢na uko-
liko u grupi postoji generator g € G, a to je element sa osobinom da se svaki element

v . ; . def . .
x € G moZe predstaviti u obliku g™ za neko m € 7, gde je g° = e izasveneN Jje

def _p def —
g grgrxg g E @
n puta

I’= Cikli¢na grupa moZe da ima i viSe generatornih elemenata. Svaka cikli¢na grupa
je konacna ili prebrojiva. Svake dve ciklicne grupe sa n elemenata su izomorfne, kao i
svake dve beskonacne cikli¢ne grupe (vidi zadatak 6.23).

Primer 6.2 (Z,+) je komutativna ciklicna grupa. Element 1 je njen generator, kao i
—1. To su ujedno i jedini njeni generatori. v

Definicija 6.4 Neka je G = (G,*) grupoid, i neka je ~ binarna relacija skupa G. Rela-
cija ~ je kongruencija grupoida G ako je ~ relacija ekvivalencije skupa G i ako za sve
xX,9,2,t€Gvazi (x~y A z~t) = (xxz)~ (yx1).

Kao relacija ekvivalencije, kongruencija grupoida G = (G, *) definiSe faktor skup G/ ~
skupa G, i na tom faktor skupu se definiSe (vidi [RD05]) nova operacija ® skupa G/ ~

na sledeéi nacin:

VCnCy€Gl~ Cr®Cy S Cruy.
gde je C, klasa elementa x € G u odnosu na relaciju ~. Dakle, kongruencija grupoida
G definiSe novi grupoid (G/ ~, ®).

I’ Grupoid (G/ ~,®) nasleduje veéinu osobina grupoida G (vidi zadatak 6.18).

Primer 6.3 U zadatku 1.6 smo dokazali da je =, relacija ekvivalencije skupa 7. za
svako n € N.
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(a) Relacija =, je kongruencija grupoida (Z.,+) jer za sve a,b,c,d € 7. vaZi
(a=,b Nc=,d) = 3dki,kheZ,a—b=kin Nc—-d=kn =
= dk,khe€Z,(a-b)+(c—-d)=(ki+k)n =
= 3dki,kh€Z,(a+c)—-b+d)=(ki+k)n =
= dk=ki+ky€Z,(a+c)—(b+d)=kn = a+c=,b+d.
Stoga je na faktor skupu Z, = 7] =,= {[0],[1],[2],...,[n— 1]} definisana ope-
racija ,,sabiranje po modulu n” sa [k] +, [m] = [k+m]. Npr. za n = 4, Kejlijeva

tablica ove operacije je +4(0 1 2 3.
0j0 1 2 3
11 2 30
212 3 01
313 01 2

(b) Relacija =,, je takode i kongruencija grupoida (Z,-) jer za sve a,b,c,d € Z vaZi
(a=, b ANc=,d) = 3Tki,kheZ,a—-b=kin Nc—-d=kn =
= 3dk,khe€Z,ac—bd=ac—ad+ad—bd=a(c—d)+d(a-b)=
=akin+dkon = (aky +dky))n =
= dk=aki+dkr€eZ,ac-bd=kn = a+c=,b+d.
Na faktor skupu 7, = 7.] =,= {[0],[1],[2],...,[n— 1]} je time definisana ope-
racija ,,mnozenje po modulu n” sa [k] -, [m] = [k-m]. Npr. za n =4, Kejlijeva

tablica ove operacije je ‘4 ‘ o1 2 3.
0/0 0 0 O
1/j0 1 2 3
210 2 0 2
310 3 2 1

Za svako n € N je (Zy,+y) ciklicna grupa gde je [1] generator, a osim [1] moZe da
bude i drugih generatora.

Nadalje ¢emo, ukoliko to ne dovodi do zabune, klasu [k] skraceno oznacavati sa k,
a operacije +4 i -4 redom sa + i -. v

Zadatak 6.1 Ispitati koje su strukture grupoidi sa neutralnim elementom:
(@ (N,+),
(b) (A,+), gde je A=NU{0},
(©) (A,+), gdeje A={Tk| keZ},
(d) (A,-) gdeje A={Tk| keZ),
(e) (A,+)gdeje A={zeC| Im(z) =Re(2)},
(f) (A,") gdeje A={zeC| Im(z) =Re(2)},
(8) (A0)gdejeA={f]| f:R—>R}

(h) (R[x],-) gde je R[x] skup svih polinoma sa koeficijentima iz skupa realnih bro-
Jjeva.
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w ReSenje:

(a) Zbir dva prirodna broja je prirodan broj te (N,+) jeste grupoid, ali u (N,+) ne
postoji neutralni element jer

VneN,e+tn=n+e=n & e=0,
aliO¢N.

(b) Zam,n € A je ocigledno m+n € A te je (A, +) grupoid, pri cemu u njemu postoji
i neutralni element 0 € A.

(c) Zam,ne Avazim="Tk)in="Tk, zaneke kj,ky € Z, te je m+n ="T1(k; + k) gde je
ki +ky€eZ,tejem+ne A, odnosno (A,+) je grupoid. U ovom grupoidu postoji
neutralni element 0 =7-0gdejeO0OeZjerjeO+n=n+0=nzasveneA.

(d) Zam,n e A vazim="Tky i n="Tk, za neke ky,k, € Z, te je mn = 7(7Tk k) gde je
Tkiky € Z, te je mn € A, odnosno (A, -) je grupoid. U ovom grupoidu ne postoji
neutralni element jer bi to mogao da bude samo broj 1, ali 1 ¢ A jer ne postoji
ke Ztakvodaje 1 = 7k.

(e) Kako je A={a+ia|acR}, zazi =a+ia€ Aiz =b+1ib € A imamo da je
z1+z2=(a+b)+i(a+b), gde je a+b eR, te je z1 + 22 € A, odnosno (A, +) je
grupoid. U ovom grupoidu postoji i neutralni element 0 =0+0-1 € A.

(f) Struktura (A,-) nije grupoid jer npr. zaz; = 1+1€A iz =2+2i € A imamo da
jeziza=(1+1)(2+21) =41 ¢ A, jer je Im(4i) =4 # Re(41) = 0.

(g) U zadatku 4.4 smo videli da (A, o) jeste grupoid sa neutralnim elementom.

(h) Mnozenjem dva polinoma sa koeficijentima iz skupa realnih brojeva se ponovo
dobija polinom sa koeficijentima iz skupa realnih brojeva, te je (R[x],-) grupoid.
U njemu postoji neutralni element, a to je polinom p(x) = 1. vl

Zadatak 6.2 Ispitati koje su strukture asocijativni grupoidi sa neutralnim elementom:

(@) (Z,),

(®) (Z,-),

() (A,-), gdeje A={2k| keZ}

(d) (A,+), gdeje A={a+ai| aeR}
(e) (A,o)gdejeA={f| f:R->R}
) (A,N) gde je A =P (N).

w ReSenje:

(a) Proizvod dva cela broja je ceo broj te (Z,-) jeste grupoid, operacija mnoZenja
celih brojeva je asocijativna operacija, i u (Z,-) postoji neutralni element 1 € Z.

(b) Razlika dva cela broja je ceo broj te (Z,—) jeste grupoid. Operacija oduzimanja
celih brojeva nije asocijativna operacija jer je npr. (8§ —=5)—-2=1#5=8-(5-2).
U grupoidu (Z,—) ne postoji ni neutralni element jer ni za koje e € Z ne vazi
VxeZ,x—e=e—x=x. Naime, Yx € Z, x—e = x vazi za 0 € Z (0 jeste desni
neutralni element), ali pri tome 0—x = x vaZi samo za x = 0 a ne i za sve elemente
x € Z (0 nije ujedno i desni neutralni element).
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(©

(d)

(e)

®

Analogno kao u zadatku 6.1 za strukturu ({ 7k | k € Z},-), dobijamo da (A4, -) jeste
grupoid u kojem ne postoji neutralni element (pri tome jeste asocijativan grupoid
jer je mnoZenja bilo kojih brojeva asocijativna operacija).

U zadatku 6.1 smo videli da (A, +) jeste grupoid sa neutralnim elementom, a
jeste 1 asocijativan jer je sabiranje bilo kojih brojeva, pa i brojeva iz skupa A
asocijativna operacija.

U zadatku 4.4 smo videli da (A, o) jeste grupoid sa neutralnim elementom, i to
asocijativan jer je kompozicija funkcija uvek asocijativna operacija.

Struktura (A, N) jeste grupoid jerza X, Y e P(N) tj. XCNiYCNvazi XNnYC N
odnosno XNY € P(N). Da je skupovni presek asocijativna operacija je poznata

osobina. U grupoidu (A,N) postoji neutralni element N € P (N) jer za svako
XePMN)tj. XCNvazi XNN=NnNnX=X. vl

Zadatak 6.3 Ispitati koje su strukture komutativne grupe:

(a)
(b)
()

(d)

(N,+),
(Z,"),

(R[x],-) gde je R[x] skup svih polinoma sa koeficijentima iz skupa realnih bro-
Jjeva,

(A,+), gdejeA={a+ai| aceR)},

() (A,0) gdeje A={f]| f:R—>R}
(O A0 gdejed={f] f: R R,
(g) (A,N) gde je A =P (N).
= ReSenje:
(a) U zadatku 6.1 smo videli da je (N,+) grupoid (pri tome je sabiranje brojeva

(b)

(©

asocijativna i komutativna operacija), ali u njemu nema neutralnog elementa te
nije grupa.

U zadatku 6.2 smo videli da je (Z,-) asocijativan grupoid sa neutralnim elemen-
tom 1, mnoZenje celih brojeva je takode i komutativna operacija, ali (Z,-) ipak
nije grupa jer nema svaki element x € Z sebi inverzni element x~! € Z. Naime,

x-x'=x71.x=1akoisamoakoje x| = i abroj x~! = é postojiix~! = )lc Y/
samozax=1ix=-1(1"'=11i(-1)""=-1), a ostali elementi nemaju sebi
inverzni element (npr. 27! = % ¢ 7).

U zadatku 6.1 smo videli da je da je (R[x],-) grupoid sa neutralnim elemen-

tom e(x) = 1 € R[x], mnoZenje polinoma sa celobrojnim koeficijentima je aso-
cijativna i komutativna operacija (vidi poglavlje 8 o polinomima), ali (R[x],-)
nije grupa jer nema svaki element (polinom) p € R[x] sebi inverzni element
p‘1 € R[x]. Na primer, za p(x) = 2+l je

pp'=plp=e o

& VxeR, p@)-pl@=p @ -px)=elx) o
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S VxeR, x2+l~p‘1(x):p‘1(x)-x2+l:l S

- 1
<P ](x):x2+1’

ali funkcija p~' (x) = = nije polinom, tj. p~! ¢ R[x].

x2+1
(d) U zadatku 6.2 smo videli da struktura (A, +) jeste asocijativan grupoid sa neut-
ralnim elementom 0 € A, a jeste i komutativan jer je sabiranje bilo kojih bro-
jeva, pa i brojeva iz skupa A komutativna operacija. Pri tome svaki element
x=a+ai €A, gdejeacR postoji element —x = —a—ai € A (jerjei —a € R) za
koji je x+ (—x) = (—x) + x = 0, te struktura (A, +) jeste komutativna grupa.

(e) U zadatku 4.4 smo videli da (A, o) jeste asocijativan grupoid sa neutralnim ele-
mentom i4 (x), x € R, i pri tome nema svaki element f € A sebi inverzni element
(inverznu funkciju), te (A, o) nije grupa. Ovaj grupoid nije ni komutativan (vidi
zadatak 2.4).

(f) U zadatku 4.4 smo videli da (A,0) jeste grupa. Nije komutativna jer npr. za
f,g € Adefinisane sa f(x) =2x+3,xeRig(x)=4x+5,xeRvazi (fog)(x) =
flg(x)=24x+5)+3=8x+13i(gof)(x)=g(f(x)) =4(2x+3)+5=8x+17,
odnosno fog # go f.

(g) U zadatku 6.2 smo videli da struktura (A, N) jeste asocijativan grupoid sa neutral-
nim elementom N € P (N), a jeste i komutativan jer je komutativnost skupovnog
preseka poznata osobina. Struktura (A,N) ipak nije grupa jer, osim samog ne-
utralnog elementa N, ni jedan drugi element X C N, X # N nema sebi inverzni
element X’ € P(N). Na primer, za X = {1,2,3} ne postoji skup X’ C N takav da
jeXn X' =N. vl

Zadatak 6.4 Ispitati koje od struktura su podgrupe grupe (R\ {0},-):

(@) (R\{0},+),

(d) ((0,00),-),

(©) ((=20,0),),

(@ (N,),

(e) (Z\{0},-),

® (@Q\{0},),

(&) ((0,11,-),

() ({-1,1},-).
w Refenje: Dovoljno je ispitati da li je skup nosa¢ potskup skupa R\ {0}, da je ope-
racija restrikcija operacije mnoZenja na skupu R \ {0}, da neutralni element 1 iz grupe

(R\ {0},-) pripada posmatranom skupu, kao i da inverzni element x! = i elementa x
iz posmatranog skupa opet pripada posmatranom skupu - vidi napomenu na strani 84.

(a) Struktura (R \ {0}, +) nije podgrupa grupe (R \ {0},-) jer u njoj figuriSe operacija
sabiranja realnih brojeva, a u grupi (R \ {0}, -) mnoZenje.
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(b) Vazi (0,00) C R, proizvod dva pozitivna realna broja je pozitivan realan broj,
1 € (0,00), i za x € (0,00) je % € (0,00). Dakle, ((0,00),-) jeste podgrupa grupe
(R\{0}, ).

(c) Struktura ((—o0,0),-) nije podgrupa grupe (R \ {0},-) jer proizvod dva negativna
realna broja nije negativan realan broj.

(d) Vazi N C R, proizvod dva prirodna broja je prirodan broj, 1 € N, ali inverzni
elementi elemenata x € N ne pripadaju skupu N (npr. 27! = % ¢ N). Dakle, (N,-)
nije podgrupa grupe (R\ {0},).

(e) Iz istih razloga kao za (N, -), struktura (Z \ {0}, -) nije podgrupa grupe (R\ {0},).

(f) Vazi Q\ {0} C R, proizvod dva racionalna broja (razlomka) razli¢ita od nule je

racionalan broj (razlomak) razli¢it od nule, 1 € Q\ {0}, i za x = 7+ € Q\ {0} je

L_mg Q\ {0}. Dakle, (Q\{0},-) jeste podgrupa grupe (R \ {0},-).

X n
(g) Vazi (0,1] C R, za proizvod brojeva x,y € (0,1] (dakle 0 < x<1i0<y<1)
vazi 0 < xy < 1 tj. xy € (0,1], 1 € (0,1], ali ni jedan element skupa (0, 1], osim
neutralnog 1, nema sebi inverzni element u (0, 1] (npr. za % € (0,1] imamo da
-1
(3) =2¢(0.11), tako da (0, 11,-) nije podgrupa grupe (R \ {0} ,-).

(h) Vazi{—1,1} C R, operacija mnoZenja brojeva je zatvorena na skupu {—1, 1}, jeste
le{-1,1}, i 17" =1 e {-1,1}, (=1)"' = =1 € {~1,1}. Dakle, ({-1,1},-) jeste
podgrupa grupe (R\ {0},-). o

Zadatak 6.5 Dat je grupoid (G,-) gde je G = {e,a,b,c} i operacija - je definisana Kej-
lijevom tablicom.

-‘eabc
ele a b c
ala e c¢ b
b|b ¢ e a
clc b a e

Ispitati asocijativnost i komutativnost operacije -, egzistenciju neutralnog elementa u
G, i egzistenciju inverznih elemenata ako neutralni element postoji.

= ReSenje: Zatvorenost operacije je ocigledna. Kao i u zadatku 4.2, iz tablice vidimo
da je e neutralni element, inverzni elementi su redom el= e, al=a b l'=bic =,
i operacija * je komutativna. Pri ispitivanju asocijativnog zakona x(yz) = (xy)z, kao u
zadatku 4.2 je dovoljno jednakost proveriti za x,y, z € {a, b, c}, Sto Cini 33 =27 provera.
Dokaz ostavljamo za vezbu, i utvrdiéete da - jeste asocijativna operacija. Prema tome,
(G,-) je komutativna grupa. vl

I’ Ovo je takozvana Klajnova grupa. Nju karakteriSe to da je svaki element sam
sebi inverzan. Svaka grupa sa 4 elementa koja ima tu osobinu je izomorfna sa (G, -).
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Zadatak 6.6 Neka je G = Q\{—1}. Ispitati da li je G = (G, ) komutativna grupa, gde
Je operacija * definisana sa:

Ya,be G, axb=a+b+ab.

w ResSenje:

(a)

(b)

(©

(d

(e

U ovom primeru zatvorenost operacije = u skupu G nije ocigledna. Neka je
a,b € G. Posto je zbir i proizvod racionalnih brojeva racionalan broj, mora biti
axb € Q, pa treba jos da dokaZzemo da je a*b # —1. Ako pretpostavimo da je
axb=-1,dobijamo -1 =a+b+ab=a(l1+b)+b,pajea= % =-1¢ G ¢ime
dobijamo kontradikciju, odnosno mora da vazi axb # —1,tj. a*b € G.
Asocijativni zakon ¢emo dokazati koriste¢i poznate osobine sabiranja i mnoZenja
preko kojih je operacija * definisana. Neka je a,b,c € G. IzraziCemo posebno
ax(bxc)i(a=*b)x*c preko + i -, a zatim uporediti ove izraze:
ax(bxc)=axb+c+bc)=a+b+c+bc)+alb+c+bc)=
=a+b+c+bc+ab+ac+abc,
(axb)yxc=(a+b+ab)«c=(a+b+ab)+c+(a+b+ab)c=
=a+b+ab+c+ac+bc+abc.
Desne strane navedenih jednakosti su jednake, pa moraju biti jednake i leve.

Operacija * je komutativna jer je axb=a+b+ab=b+a+ba =bx*a za sve
a,beq.

Neutralni element - prvi nacin: na osnovu definicije operacije * moZemo pogo-
diti da je neutralni element broj O € G, i to je tacno jer je Oxx =0+ x+0x =x1
x¥0=x+0+x0=xzasvako x € G.

Neutralni element - drugi nacin: da bi neki element e € G bio neutralni element,
mora za svako x € G da vazi exx = e+ x+ex = x 1 x*e = x; utvrditi smo da je
+ komutativna operacija pa je dovoljno da bude e * x = x, odnosno mora da vaZi
e(1+x) =0 za sve x € G, §to je tacno (samo) za e = 0 € G (prakticno, reSavali
smo po nepoznatoj e € G sistem jednacina Vx € G, e*x = x - jedna nepoznata e i
onoliko jednacina koliko ima elemenata x € G tj. koliko je elemenata skupa G).

Ispitujemo egzistenciju inverznog elementa za proizvoljno a € G. Da bi postojao

inverzni element a~! € G elementa a, za njega mora da vazi a! *a = e (a levi

inverzni, ako postoji, mora biti ujedno i desni inverzni element). Dakle, mora da

vaZia 'xa=a'+a+a'a=0, odnosno a~!(1 +a) = —a, odnosno mora da vaZi

al= —-57 €G. PoSto jeae Qia# —1, i zbir i koli¢nik racionalnih brojeva su
a a

racionalni brojevi, i posto je ——%5 # —1 (ako pretpostavimo suprotno — %5 = —1,

dobijamo —a = —a—1 odnosno 0 = —1 §to je nemoguce), sledi da za svako a € G
postoji njemu inverzni element a~! = -5 €G.

Prema tome, G je komutativna (Abelova) grupa. vl

Zadatak 6.7 Neka je A={(a,b)| acQ A beQ A a#0}, i neka je operacija * defi-
nisana sa:

Y(a,b),(c,d) €A, (a,b)*(c,d)=(ac,ad+Db)

Ispitati da li je (A, ) grupa, i da li je komutativna.
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w ReSenje:

(a)

(b)

(©

(d)

(e

Zatvorenost operacije * na skupu A sledi jer za (a,b),(c,d) € A vazi ac € Q i
ad + b € Q (zbir i proizvod racionalnih brojeva je racionalan broj) i ac # 0 (jer je
a#0ic#0),paje(a,b)x*(c,d)=(ac,ad+b) € A.

Proveravamo asocijativni zakon za proizvoljne (a,b),(c,d), (e, f) € A:

(a,b) = ((c,d) % (e, ) = (a,b) * (ce,cf +d) = (ace,a(cf +d)+b) =
= (ace,acf +ad +Db),

((a,b) = (c,d)) = (e, ) = (ac,ad + b) (e, f) = (ace,acf +ad + b).

Desne strane navedenih jednakosti su jednake, pa moraju biti jednake i leve.
Operacija * nije komutativna jer je npr.

(2,3)%(3,4) =(6,11) #(6,13) = (3,4) = (2,3).

Neutralni element - prvi nacin: na osnovu definicije operacije * mozemo pogo-
diti da je neutralni element (1,0) € G, §to je tacno jer je

(1,0)x(xy)=(1-x,1-y+0)=(x,y) i
(6, *(1,0) = (x-1,x-0+y1) = (x,y)

za svako (x,y) € A.

Levi neutralni element - drugi nacin: da bi (e;,e,) € A bio levi neutralni element,
mora za svako (x,y) € A da vazi

(e1,€2)* (x,y) = (e1x,e1y +e2) = (x,y),

odnosno mora da vaZi ejx = xie|y+e; =y zasve (x,y) € A, §to je tacno (samo)
zaep=1e€Q\{0}ie =0€eQ. Dakle, (1,0) € A je (jedinstveni) levi neutralni
element polugrupe (A, *).

Ispitajmo egzistenciju levog inverznog elementa za (a,b) € A. Levi inverzni ele-
ment (c,d) = (a,b)_1 € A elementa (a, b) postoji ukoliko za njega vazi
(c,d)*(a,b) = (e1,e2) = (1,0).

Dakle, morada vazica=1 A cb+d=0 A ce Q\{0} A d e Q, $to je tatno za

c= é id= —g. Dakle, (%,—f—z) € A je levi inverzni element elementa (a,b).

Prema tome, (G, ) je (nekomutativna) grupa. vl

Zadatak 6.8 Neka je G = (G,-) monoid (polugrupa sa neutralnim elementom) i neka je
S C G skup svih njegovih invertibilnih elemenata (invertibilan element monoida je onaj
element koji ima inverzni). Dokazati da je S = (S,-) grupa (gde je operacija - skupa
S restrikcija operacije - iz monoida G), i to maksimalna grupa koja je podgrupoid
monoida G.

w ReSenje: Obelezimo sa e neutralni element monoida G (Vx € G, xe = ex = x).

(a)

Kako je ee = e (e je sam sebi inverzni element), sledi da je e invertibilan element,
tj.ecS.Dakle,S #0QjerjeecsS.
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(b) Dokazimo zatvorenost operacije - u skupu S. Neka je a,b € §. To znaci da
postoje njima inverzni elementi a~' i b~! u skupu G, pa u skupu (monoidu) G
vazi (b~'a")(ab) = b~ ((a™"a)b) = b7 (eb) = b~'b = e, odakle sledi da je b~'a™!
levi inverzni element elementa ab u monoidu G; na isti nacin dokazujemo da je
to 1 desni inverzni, pa je ab invertibilan element u G, odnosno ab € S. Dakle,
(S,-) je grupoid.

(c) Zakon asocijativnosti vazi u skupu (monoidu) G, pa mora da vaZi i u svakom
podskupu skupa G (vidi komentar na strani 49). Zbog S € G je (S, ) polugrupa.

(d) Utvrdili smo pod (a) da je e € S, pa sledi da e mora biti neutralni element i u
(s,).!

(e) DokaZimo da za svako a € S postoji njemu inverzni element a~' € §. Ako je
a€§, to znadi da je a invertibilan element u G tj. postoji a~! € G takvo da je
aa”' = eu G. Dokazimo da je a! inverzni element elementa a u S, tj. dokaZimo
dajea™' €S. Treba da dokazemo da je a~! invertibilan element u G, a to jeste
taéno jer postoji njemu inverzni element a u G (a~'a = e). Dakle,a™' € Gia™!
je inverzni element elementa a € G.

Dakle, S jeste grupa. Jeste i maksimalna grupa koja je podgrupoid od G jer ako skup
G prosirimo jo$ nekim neinvertibilnim elementom x € G, tada S ne bi bila grupa jer
element x ne bi imao sebi inverzni element. vl

= Dakle, za svaki dati monoid, izdvajanjem njegovih invertibilnih elemenata do-
bijamo njegov maksimalni (u skupovnom smislu) podgrupoid koji je grupa.

Primer 6.4 Uredeni par (R,-) je monoid (proizvod dva realna broja je realan broj,
mnoZenje brojeva je asocijativno, neutralni element je 1), ali nije grupa jer 0 nema
inverzni element u odnosu na mnoZenje. Svi realni brojevi x osim nule imaju inverzni
element % € R, tako da je (R\{0},-) maksimalna grupa koja je podgrupoid monoida

R,-). v

Primer 6.5 Uredeni par (Z,-) je monoid (proizvod dva cela broja je ceo broj, mnoZenje
brojeva je asocijativno, neutralni element je 1), ali nije grupa jer npr. O nema inverzni
element u odnosu na mnoZenje. Celi brojevi x koji imaju inverzni element % €Z su
samo 1 i -1, tako da je ({—1,1},-) maksimalna grupa koja je podgrupoid monoida

(Z,"). v

Primer 6.6 Neka je A+ 0, F={f| f:A—>A}iB= {f | f:A’;‘—'lfA}. U zadatku
na

4.4 smo utvrdili da je F = (IF,0) monoid, i iz reSenja zadatka sledi da je B = (B, o)

maksimalna grupa koja je podgrupoid monoida ¥. Ako je A skup koji sadrZi samo

Jjedan element, npr. A = {1}, tada je F ={is} i (IF,0) je tada grupa. Kada skup A sadrZi

bar dva razli¢ita elementa, tada nema svaka funkcija sebi inverzni element. v

U opstem sluaju grupoid moZe imati podgrupoid u kome postoji neutralni element koji je razli¢it od
neutralnog elementa samog grupoida. Kod grupe to nije moguce, tj. neutralni element podgrupoida mora biti
jednak neutralnom elementu grupe.
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Zadatak 6.9 Nekaje A=1[0,1), i neka je xxy=x+y—xy. Dokazati da je (A, *) monoid,
i odrediti jednu maksimalnu grupu koja je podgrupoid od (A, *).

= ReSenje: U zadatku 4.1 smo dokazali da je (A, *) monoid sa neutralnim elementom
0, i da je O jedini element koji ima sebi inverzni element O’ = 0. Stoga, na osnovu
zadatka 6.8 sledi da je ({0}, *) maksimalna grupa koja je podgrupoid grupoida (A, *). &
I’= Zadati monoid mogu da postoje i druge maksimalne grupe koje su podgrupoidi
tog monoida. Na primer, u prethodnom zadatku je i ({1},*) o¢igledno grupa (sa Kej-

lijevom tablicom %‘%) koja je podgrupoid od (A, *). Dokazimo da je i ova grupa

maksimalna, tj. da ne postoji skup X C {1} takav da je (X, *) grupa, i da je (X, *) pod-
grupoid od (A, *). Pretpostavimo suprotno, da takav skup X postoji. Vazi 1 € X i postoji
x €[0,1) takav da je x € X. Kako je (X,*) grupa, a ({1}, *) njena podgrupa, sledi da je
1 neutralni element grupe (X, *) jer podgrupa ({1}, ) mora imati isti neutralni element
kao grupa (X,*). Medutim, za x # 1 tada vazi 1 *x=1+x—-1-x=1 # x, ¢ime smo
dobili kontradikciju. Dakle, ({1},*) je zaista maksimalna grupa koja je podgrupoid od
(A, *).

Zadatak 6.10 Neka je na skupu Q? definisana operacija = na slede¢i nacin:
Y(a,b),(c,d) € Qz, (a,b)*(c,d) = (ac,bc+c+d).

Ispitati da li je uredeni par (Qz, *) grupa. Ako nije, nac¢i maksimalni podskup A skupa

Q? takav da je (A, ) grupa.

w ReSenje:

(a) Operacija  je zatvorena na skupu Q2 jer je zbir i proizvod racionalnih brojeva
uvek racionalan broj.

(b) Ispitajmo asocijativni zakon. Za proizvoljne (a,b), (c,d), (e, f) € Q* vazi
(a,b) = ((c,d) % (e, f)) = (a,b) * (ce,de + e+ [) = (ace,bce + ce + (de + e + [)),
((a,b) = (c,d)) = (e, ) = (ac,bc +c+d) = (e, ) = (ace,(bce + ce + de) + e + f),
te iz jednakosti desnih strana gornjih izraza sledi

(a,b) = ((c,d) = (e, f)) = ((a,b) = (c,d)) = (e, ).
Dakle, (Qz,*) je polugrupa.

(c) Dabi (e1,es) € Q? bio levi neutralni element operacije *, mora za sve (x,y) € Q?
da vazi (x,y) = (e1,e2) * (x,y) = (e1x,epx+x+y), tj. moraju da vaze jednakosti
x=ex AN y=ex+x+y zasve x,y € Q. Jedinstveno resenje ovog sistema
jednacina (za svako x i y imamo po dve jednacine) je e; =1 A ep = —1, pa je

(1,-1) € Q? jedinstveni levi neutralni element polugrupe (Qz). Neposrednom
proverom dobijamo da je to i desni neutralni element:

v(-x9y)€Q27 (x’y)*(la_l):('xay+1_1):('x’y)$
paje ((@2, *) monoid (polugrupa sa neutralnim elementom).
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(d) Dabi (x,y) € Q? bio levi inverzni element elementa (a,b) € Q?, mora da vaZi
(x,y)*(a,b) = (xa,ya+a+b)=(1,-1) & (xa=1Aya+a+b=-1).
(d1) Za a # 0 jedinstveno reSenje ovog sistema je x = % eQAy= —1+Z—+b €Q,

—1+++h) € Q7 jedinstveni levi inverzni element

pa je u ovom slucaju (é,
elementa (a,b) € Q?; to je i desni inverzni element jer je
(a.,b)+ (4, 12b) = (a pl 4+ L - Lrash) = (g 1),
(d2) Za a = 0 sistem nema reSenja jer je prva jednacina 0 = 1 nereSiva, pa u tom
slucaju element (a,b) nema sebi inverzni element u Q3.
Dakle, (@2, *) jeste monoid, ali nije grupa. Skup svih invertibilnih elemenata skupa
Q*je A= {(a, b) e Q? | a# 0}, pa na osnovu prethodnog zadatka imamo da je (A, *)

maksimalna grupa koja je podgrupoid monoida (Qz, *) vl

Zadatak 6.11 Neka je ¢ : Gi — G, izomorfizam iz grupoida G = (G1,*1) u grupoid
G> = (G2, *). Dokazati (vidi komentar na strani 54 i dodatak B):

(a) ako je Gi polugrupa, tada je i Go polugrupa (1. izomorfizam ,,prenosi” asocija-
tivnost operacije x| na operaciju *3);

(b) ako je x| komutativna operacija, tada je i ) komutativna operacija;

(c) ako postoji neutralni element e1 € G| u Gy, tada je ey = ¢(e1) € Gy neutralni
element u G»; ako su pri tome x,y € G| uzajamno inverzni elementi u G1, tada
su @(x) € Gy i ¢(y) € Gy uzajamno inverzni elementi u Go;

(d) ako je G grupa, tada je i G, grupa;

(e) ako u G vaZi zakon kancelacije, tada i u G, vaZi zakon kancelacije;

(f) ako je x € Gy idempotentan element u G, tada je ¢(x) € G, idempotentan ele-
ment u G».

w ReSenje: 1z resenja zadatka ?? sledi da je i funkcija ¢! : G, — G| izomorfizam iz
grupoida G, u grupoid G;.

(a) Zasve x,y,z € G, vazi
Xy (yi22) = ¢(¢ (i (%22 = ¢(97! W *1 97 (%2 2)) =
_ -1 -1 -1 _ -1 -1 -1 _
=¢(¢" @ (e MHe @) =e((¢7 WH e M) 11 @) =
=p(p™! (221971 (@) = ¢ (¢ (rx2)) 2 2)) = (xx2)) 32 2.

(b) Sli¢no kao pod (a).

(c) Zaey=¢(er)je <,o‘1 (e2) = ey, te za proizvoljno x € G, vazi
errax=p(p7 (202 2) = p(97 () %1 7 () = (1 %1 7! (1) =
=¢(p' ) =x,

i na isti nacin se dokazuje da je x*p ey = x.
Za uzajamno inverzne elemente x,y € G| vazZi x*;y = y*| X = e, te primenom
funkcije ¢ dobijamo ¢ (x*;y) = ¢p(y*] x) = ¢(e1), a kako je ¢ izomorfizam, da-

lje je ¢ (x) #2 @ (y) = ¢ (y) *2 ¢ (x) = €3, odakle sledi da su ¢(x) i ¢(y) uzajamno
inverzni elementi u G».
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(d) Dokazano pod (a), (b) i (c).
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(e) Neka je x,y,z € Gy ineka je x*,y = x#;z. Primenom izomorfizma ¢~! dobijamo
¢ (xxy) = @7 (x#22), odnosno ¢! (x) #1 7' (v) = @71 () %1 7! (2). 1z kan-
celativnosti operacije *; sledi ¢! (y) = ¢~! (), i kona¢no primenom funkcije ¢

dobijamo y = z.
(f) Sli¢no kao pod (a).

v

Zadatak 6.12 Neka je S = {01.0y. 070,12}, gde je

o :R? - R? - osna simetrija u odnosu na x - osu (pravu'y = 0),

Oy R? - R? - osna simetrija u odnosu na 'y - osu (pravu x = 0),

00 :R? - R? - centralna simetrija u odnosu na koordinatni pocetak (tacku (0,0)),

IR2 - R? — R? - identicka funkcija realne ravni R?.

Dokazati da je S = (S,0) grupa izomorfna sa grupom iz zadatka 6.5 (tj. Klajnova

grupa,).

w Resenje: Za sve (x,y) € R? je

Ox (X,y) = (-x7 _y)a gy (X,)’) = (_x7y)7 g0 (XJ’) = (_-x7 _y)a

te je tada

(Tx00)(x,y) = 0x (0x (X, ) = 0x (x,=y) = (X, =(=)) = (x5, y) = ig2 (x,y),

odnosno oy o0y = ip2,

(ro0y)(xy) = ooy (1)) = oo (=2,) = (—x,=y) = 7o (1Y),

odnosno o o0y = 07,

(0x000)(x,y) = 0x(00(X,)) = Tx (=X, =) = (=%, (=) = (=x,y) = 0y (x,),

odnosno oy o0 = 0y,

iR2 (X,)’) = (Xa)’)7

L . o | ox Oy 00 I
Analogno izraunavamo i sve ostale fog, f,g€ S A 0 R
. .. i . . Oy |ig2 00 0Oy O
i tako dobijamo Kejlijevu tablicu grupoida (F,o) xR P0Gy *

. . . « . Oy go Iz Ox Oy
(pri tome i bez izracunavanja znamo da za sve .
.. o . . (o)) Oy Ox Ig2 00
funkcije f € S vaZi foip =ig20 f = f). . .
IR2 Ox Oy 00 IR2

Dalje moZemo postupati na dva nacina.

Prvi nacin

MozZemo ispitivanjem (na poznati nacin) tablice grupoida (S,o) da dokaZemo da je

(S,0) grupa, a zatim da traZimo izomorfizam ¢ : G — §S.

Drugi nacin

Odmah ¢emo dokazati da je grupoid tj. Klajnova grupa (G, ) iz zadatka 6.5 izomorfan

sa grupoidom (S, o), odakle na osnovu 6.11 sledi da je i (S, o) grupa.

Ako u tablici Klajnove grupe (G,-) izvrS§imo zamene e <> 0y, a < 0y, b & 0y,
¢ & ip2, neemo dobiti tablicu grupoida (S,0) (tj. tablice se ne ,,poklapaju”), ali to
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" . e a b ¢ . oy
znaci samo da funkcija ¢ : . nije izomorfizam, a ne znaci da izo-
ox oy 00 Ig2
. .. . .. e a b ¢ ).
morfizam iz (G,-) u (S, 0) ne postoji. Zaista, funkcija ¢ : | . jeste
iRz Ox Oy 09

izomorfizam iz (G,-) u (S,o) jer je bijaktivna, i nakon zamena s & ¢(s), s € G (tj.
e o ip2,a < oy, b oy, c & o) u tablici Klajnove grupe (G, ), i nakon podeSavanja
redosleda elemenata u grani¢noj vrsti i koloni dobijamo tablicu grupoida (S,0). Da-
kle, grupoid (G, -) je izomorfan sa grupoidom (S, o), a poSto je grupoid (G, ) grupa, na
osnovu zadatka 6.11 sledi da je i (S, o) grupa. vl
I’= Osim funkcije ¢, i funkcije

e a b ¢ e a b c e a b c
gz ox o9 oy /) gz oy ox o9 ) gz oy o9 Oy )

e a b ¢ e a b ¢
gz 0o oy oy /) iRz 09 Oy Oy

su takode izomorfizmi iz (G,-) u (S, 0).

Zadatak 6.13 Dopuniti, ako je moguce, date nepotpune Kejlijeve tablice do tablica

grupovnih operacija. @ =|e a b () ‘ e a b c.
ele a b ele a b c
a a e
b e e b e
c e
w ReSenje:

(a) Nepotpuna tablica se ne moZe dopuniti do tablice grupovne operacije jer e vrsta
elementa b uvek sadrZati dva elementa e. Naime, u tablici grupovne operacije se
u svakoj vrsti i svakoj koloni svaki element mora pojavljivati tacno jednom.

(b) U tablici grupovne operacije neutralni element mora biti simetri¢no rasporeden
u odnosu na glavnu dijagonalu. Iz date nepotpune tablice se vidi da je e levi
neutralni element, pa mora biti i desni, odnosno mora biti neutralni element (da
bismo tablicu mogli dopuniti do tablice grupovne operacije). Prema tome, e
mora biti simetri¢no rasporeden u odnosu na glavnu dijagonalu. Odatle, zbog
b* a = e sledi da mora biti i a x b = e, ali se tada e u vrsti elementa a pojavljuje
na dva mesta, tako da se ni ova tablica ne moZe dopuniti do tablice grupovne
operacije. v

Zadatak 6.14 Dokazati da ako je e neutralni element grupe (G,-), tada svaka pod-
grupa (H,-) grupe (G,-) sadrZi element e koji je tada neutralni element i u podgrupi
(H,").

w Resenje: Ako pretpostavimo da podgrupa (H,-) ima neki drugi neutralni element &,
tada je na osnovu zadatka ?? & idempotentan element u (H,-), pa mora biti idempoten-
tan i u (G,-), ¢ime u grupi (G,-) dobijamo dva idempotentna elementa e i &, $to je na
osnovu zadatka ?? nemoguce. vl
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Zadatak 6.15 Naci podgrupe Klajnove grupe iz zadatka 6.5.

= ReSenje: Dakle, ispitajmo da li osim ({e},) i (G,-) ima i netrivijalnih podgrupa
Klajnove grupe. Na osnovu Lagranzove teoreme (vidi [RD05]) broj elemenata pod-
grupe mora da deli broj elemenata grupe (podgrupa Klajnove grupe moZe da ima 1, 2
ili 4 elementa), a neutralni element grupe mora biti neutralni element i u podgrupi, pa su
kandidati za netrivijalne podgrupe ({e,a},-), ({e,b},-) i ({e,c},-). Restrikcije operacije -
na skupovima {e,a}, {e,b} i {e,c} su redom

e a -le b -le ¢
ele a ele b ele c
ala e b|b e clc e

te vidimo da ovo jesu tablice grupovnih operacija (vidi komentar na strani 84). Dakle,
Klajnova grupa ima osim trivijalnih podgrupa i tri netrivijalne. vl

Zadatak 6.16 Neka je (B,+,-,,0,1) Bulova algebra, i neka je operacija * : B> > B
definisana sa

Ya,be B, axb=ab +a'b
Dokazati da je (B, *) grupa.

w ResSenje:

e Uredeni par (B, *) je grupoid na osnovu same definicije operacije * (operacije +
i’ su zatvorene u skupu B).

e Dokazimo da je (B, *) polugrupa, tj. da za sve x,y,z € Bvazi x*(y*z) = (x*y) *Z.
Kako je (primenjujemo osobine Bulovih algebri)

xx(yx2) =xx (V7 +y'2) =x (7 +y'2) + X (7 +y'2) =
=x(02) ')+ ¥y +xy'2=x(( +2) 0 +2) + X'y +xy'z =
=x(Vy+y'7 +yz+z0)+ X'y +xy'z=xy'7 + xyz+ X'y +xy'z,
(xxy)xz=(y +Xy)xz= 0y +xX'y) 2+ (xy +x'y) xz=
— xy/Z/ +x/yZ/ + ((xy/)l (x/y)l) %7 = xy/Z/ +x/yZ/ + ((xl +y) (x+y/)) %7 =
=xy 7+ Xy + (I x+ Xy +yx+yy)xz=xy7 + X'y + XY z+yxz,
i kako su desne strane ovih jednakosti jednake (zbog osobina operacija u Bulovoj
algebri), dobijamo da asocijativni zakon vaZzi za operaciju = u B.

e Neutralni element e, ako postoji, mora da zadovoljava e x = ex’ +¢’x = x za
svako x € B, i lako se vidi da je to ispunjeno za e = 0 jer za svako x € B vazi
Oxx=0x"+0'x=0x=1x=x.

e Inverzni element za x € B je x™!

svako x € B).

=xeBjerjexxx=xx"+x'x=0+0=0=¢(za

Prema tome, uredeni par (B,*) jeste grupa, i to komutativna jer za sve x,y € B vaZi
xxy=xy +x'y=yx’+y x=ys*x (komutativnost operacije * je posledica komutativnosti
operacija + i - Bulove algebre B). vl
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Zadatak 6.17 Naci sve podgrupe grupe (Z,+).

w ReSenje: Pored trivijalnih podgrupa ({0}, +) i (Z,+) imamo i netrivijalne podgrupe
oblika H,, = (H,,+), n € N gde je H, = {kn | k€ Z}. Lako se proverava da to jesu
podgrupe: iz kyn,kon € H, sledi kyn+ kon = (ky +ky)n € H,, 0 € H,, i za kn € H,, vazi
—kn = (=k)n € H,. Ostaje da dokaZemo da su to i jedine podgrupe. Pretpostavimo
suprotno, da je H = (H, +) netrivijalna podgrupa za koju ne postoji prirodan broj n koji
deli sve elemente skupa H. Neka je f najmanji po apsolutnoj vrednosti element skupa
H \ {0} (postoji jer posmatramo netrivijalnu podgrupu H, a ako imamo dva takva ¢, npr.
—4 14, tada za ¢ uzimamo bilo kojeg od njih). Posto ni jedan prirodan broj ne deli sve
elemente skupa H, postoji x € H \ {0} takvo da 7 ne deli x. Pretpostavimo da je x > 0, a
ako nije tada posmatrajmo umesto x element —x > 0, —x € H. Kako je po pretpostavci
t < x, postoji najveci prirodan broj n sa svojstvom nt < x, pri cemu je nt € H. Ali tada za
x—nt € Hvazi 0 < x—nt < t §to je kontradikcija sa pretpostavkom da je t € H najmanji
po apsolutnoj vrednosti element skupa H \ {0}. vl

Zadatak 6.18 Neka je p kongruencija grupoida (G,-), i neka je na faktor-skupu G/p
operacija © definisana sa Cy®Cy = Cy.y, Cyx,Cy € G/p (vidi stranu 84). Dokazati:

(a) operacija © je dobro definisana, tj. (G/p,®) je grupoid;

(b) ako je - asocijativna operacija, tada je i © asocijativna operacija;
(c) ako je - komutativna operacija, tada je i © komutativna operacija;
(d) ako je - idempotentna operacija, tada je i © idempotentna operacija;

(e) ako je g € G neutralni element u (G,-), tada je C, € G/p neutralni element u
(G/p,0);

(f) ako je (G,-) grupa, tada je i (G/p,®) grupa; ako su x,y € G uzajamno inverzni
elementi u (G,"), tada su C,,Cy € G/p uzajamno inverzni elementi u (G/p,®).

= ReSenje: Neka je Cy,Cy,C; € G/p (zaneke x,y,z € G).

(a) Vidi [RDO5].

(b) Cx0(CyOC;)=CrOCy; = Criyz) = Clryy: = Cay OC; = (C:0Cy ) OC..

(c) Sli¢no kao pod (b).

(d) Sli¢no kao pod (b).

(€) C40C,=Cgy=CyiCy0Cy=Crg=0C,.

(f) Neka je g neutralni element u (G, -), i neka su x,y € G uzajamno inverzni elementi
u (G,). Sledi C;0Cy =C,y=C, 1 C,0C, = Cy.x = Cg, gde je, na osnovu (e),
C, neutralni element u (G/p,0). 7

Zadatak 6.19 Dokazati da je grupa (Z,,+) homomorfna slika grupe (Z,+).
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w ReSenje: Treba da dokazemo da postoji sirjektivni homomorfizam ¢ iz (Z,+) u
(Zy,+), tj. treba da ga konstruiSemo.

Dokazimo da funkcija ¢ : Z — Z, definisana sa ¢ (k) = Ci, k € Z ima ova svojstva,
gde je Cy klasa elementa k u odnosu na relaciju =, za koju smo videli da je kongruencija
grupe (Z,+).

(a) ¢ je homomorfizam: za sve a,b € Z vazi
pla+b)=Carp =Ca+Cp=p(a)+¢(D).
(b) ¢ je sirjektivna funkcija: za svako Cy ocigledno vaZzi ¢ (k) = C. a

Zadatak 6.20 Da li je Klajnova grupa iz zadatka 6.5 izomorfna sa (Zs,+)?

w Resenje: Nije, jer u Z4 nije svaki element sam sebi inverzan kao u Klajnovoj grupi,
a u slucaju izomorfnosti bi to moralo da bude jer izomorfizam ,,prenosi osobine” (vidi
zadatak 6.11. v|

Zadatak 6.21 NekajeneNiA,={zeC| 7" =1}. Dokazati da je (A,-) komutativha
grupa, gde je - mnoZenje kompleksnih brojeva.

w ReSenje:
(a) Zatvorenost operacije:
7,2€A = (z’l‘ =1AnZ= 1) = @n)'=774=1 = unecA
(b) Mnozenje brojeva je asocijativna operacija.
(c) Neutralni element je 1 € A (vazi 1" = 1).

n
1
(d) Za proizvoljno z € A inverzni element je 7' = 1 € A jer vazi (—) =—=1.
z

z z
(e) MnoZenje brojeva je komutativna operacija. a
= Primetimo da je 2" = 1 & z = V1, te je A skup n-tih korena jedinice, odnosno
A= {e@ | kel0.1.2.....n- 1}} (vidi poglavlje o kompleksnim brojevima).

I’= ZaveZzbu mozZete pokazati da je (A,-) cikli¢na grupa generisana elementom éin ,
ida je grupa (A,-) izomorfna sa (Z,,+) (vidi zadatak 6.23).

Zadatak 6.22 Neka je g : [0,7] — R proizvoljna bijektivna funkcija za koju vaZi da je
g(3) =0. Dokazati da je ([0,7],*) Abelova grupa, gde je * binarna operacija skupa
[0,7] definisana sa

Vx,y€[0,7], xxy=g"'(g(x)+g(»)
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w ReSenje: 1z same definicije je oCigledno da je * zaista binarna operacija skupa
[0,7] jer je g bijektivna funkcija pa postoji g~', i za svako a € R postoji jedinstveno
g @el0,7].

Operacija * je asocijativna jer za sve x,y,z € [0,7] vazi
(cxy)rz=g" ) +g0Nrz=g"(¢(e €W +2()+g() =
=g ((g+gM+g@) =g (€W +(EM+g(@)) =
=g (e@+g(e @ +e@)) =g (g +g(e! (e +2())) =
=xx g7 (e +2(2)) = x* (y*2).

Za neutralni element e € [0, 7] (ako postoji) mora da vaZi
Vxe[0.7], exx=g ' (gl@)+g()=x=xre=g"(g(x)+g(e)),
odakle mozemo pogoditi da e to biti e = 3, §to zaista i jeste jer je
3xx=g"" (g3 +g(N) =g O+g) =g ' (g() = x,i
3= g +gBN =g W +0) =g (g(x) = x.

Resavajuci jednacinu x*y = 3 po y dobijamo da je inverzni element za x € [0,7]
broj x’ = g~' (—g(x)) € [0,7] jer je
Wax=xiex =xsg (—g(0) =g (s(x) +g(g7 (~g(1)) =
=g ' (g +-g() =g (0)=3.

Komutativnost operacije * sledi iz

xxy =g (g()+g() =g (g(»)+g(x) =yxx. d

Zadatak 6.23 Dokazati da su svake dve ciklicne grupe od po k elemenata izomorfne,
kao i da su izomorfne svake dve beskonacne ciklicne grupe.

w Resenje: Neka je (G,-) cikli¢na grupa sa generatorom g, i neka je (H,*) cikli¢na
grupa sa generatorom /.
(a) Neka je |G| =|H|=keN. Tada su svi elementi skupa G oblikag"=g-g-...-gza
————
n puta
nekon €{0,1,2,...,k— 1}, i svi elementi skupa H su oblika " = hxhx*...xh za
R a—
m puta
neko m € {0,1,2,...,k— 1} (vidi [RDOS5]). Stoga sledi da je funkcija ¢ : G — H,
(g =hn",ne{0,1,2,...,k— 1} dobro definisana.
Funkcija ¢ je homomorfizam je jer za sve x = gt e G iy =g" € G, gde je
ni,ny €1{0,1,2,...,k—1}, vazi

g g = (g8 9) (88" 8) = p(g g 8) = (g™ E
N—_—— N—— N——

n; puta ny puta np+ny puta
=W = hh ok D (ehs ok h) - (hehs. . xh) =
ni+ny puta n; puta n, puta

= w2 2 (g« (™).
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Funkcija ¢ je sirjektivna jer za svako h" € H postoji g" € H takvo daje ¢ (g") = h".

Funkcija ¢ je i injektivna jer za razlicite elemente g"!,g" € G, pri cemu je
np,ny €{0,1,2,...,k—1} i @(g™) = K" i ¢p(g™) = W™, vazi n; # ny, te mora biti
i K™ # ™, jer bi inace skup H = {ho,hl,hz,...,h"‘l} imao ne n, nego manje od
n elemenata (u skupu H bi se element A" = 1”2 pojavljivao bar dva puta, pa bi
skup H imao najvise n — 1 elemenata).

[1] - U grupi je operacija asocijativna.
[2] - Po definiciji funkcije ¢.
(b) U slucaju |G| = |H| = oo su skupovi G i H oblika
1] p
G= {...,g‘3,g_2,g_1,go,g,gz,g3,...}, H= {...,h_3,h_2,h_1,h0,h,h2,h3,...},
ifunkcijay: G — H, ¢(g") = 1", n € Z je ponovo izomorfizam iz (G, ) u (H, ).
Na isti nacin kao pod (a) se dokazuje da je homomorfizam i da je sirjektivna.
Injektivnost moramo dokazati drugacije jer su skupovi G i H beskonacni. Pos-
matrajmo razlicite elemente g"1,g"2 € G, tj. razliite ny,ny € Z. Ako pretposta-
vimo da je ¢ (g") = " = h"2 = ¢(g"), tada ,,mnoZeéi” jednakost A" = h"2 sa
npr. K~ = (W")~! dobijamo h° = ey = W2 x k™™ = K27 gde je ey neutralni
element grupe (H,*). Medutim, to bi znacilo da je grupa (H,*) konacna, jer bi
bilo
hnz—n1+l — hl, hn27n1+2 - h2’ e hz("Z*”l) - hO =e, hZ(n27n|)+l - ]’l],
vl

Zadatak 6.24 Nabrojati sve neizomorfne grupe sa 4 elementa.

= Resenje: Neka je G = {1,2,3,4} skup-nosac traZene grupe, operaciju oznacimo sa -,
ineka je npr. 1 neutralni element traZzene grupe. Tada mora da vazi:

(a) vrsta i kolona elementa 1 jednaka je grani¢noj vrsti odnosno koloni, i vrsta i

kolona svakog elementa sadrZi sve elemente skupa G (svaki se javlja tacno jed-

nom), ali pri tome neutralni element 1 mora biti rasporeden simetri¢no u odnosu
na glavnu dijagonalu;

(b) operacija - zadovoljava asocijativni zakon.

Popunjavajuéi Kejlijevu tablicu operacije - tako da bude ispunjen zahtev (a) dobijamo
redom sledece mogucénosti:

|1 2 3 4 1 2 3 4 1 234  -|1234
(1 234 1|1 234 1]1234 1[123 4
212 143 2(21 43 22341 22413
303 412 33421 33412 3[3142
404 3 21 4|43 1 2 4|41 23 44321

U sve Cetiri tablice je operacija - asocijativna, $to se neposredno utvrduje provera-
vajuéi asocijativni zakon za sve moguce trojke elemenata skupa G. Prema tome, sve
Cetiri tablice predstavljaju tablice grupovnih operacija, pa na prvi pogled postoje 4 ne-
izomorfne grupe sa 4 elementa. Prva je takozvana Klajnova grupa, druga je cikli¢na
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grupa generisana elementom 3 (3° = 1, 3! =3, 32 =2, 3% = 4), treca je cikli¢na grupa
generisana elementom 2 (2° = 1, 2! =2, 22 = 3, 23 = 4), i Cetvrta je cikli¢na grupa
generisana elementom 2 (29 =1, 21 =2, 22 = 3, 23 = 4). Medutim, videli smo u za-
datku 6.23 da su bilo koje dve cikli¢ne grupe sa istim brojem elemenata izomorfne

- npr. druga i treca preko izomorfizma ¢ = ( i i ; j ), druga i Cetvrta preko
. 1 2 3 4 e . . .
izomorfizma ¢, = 1 3 2 4/ a treéa i Cetvrta preko izomorfizma ig (identicka

funkcija skupa G). Dakle, postoje samo dve neizomorfne cikli¢ne grupe sa 4 elementa
- Klajnova i cikli¢na, tj. bilo koja grupa sa 4 elementa je izomorna sa jednom od te dve.
v

Zadatak 6.25 Neka je AABC jednakostrani¢an trougao u ravni «, i neka je P skup
svih transformacija podudarnosti ravni « koje trougao AABC = [AB]U[BC]U [CA]
preslikavaju u samog sebe, tj. trougao AABC (transformacija podudarnosti ravni « je
svaka funkcija f : @ — a takva da za svake dve tacke X,Y € a vaZi [XY] = [f (X)f(Y)]).
Dokazati da je P = (P,0) grupa, gde je o je kompozicija funkcija.

w ReSenje: Svaka transformacija podudarnosti ravni « je potpuno odredena slikama
neke tri nekolinearne tacke, tj. ako su X, Y,Z € @ nekolinearne tacke, tada je poloZajima
tacaka f(X), f(Y), f (Z) € a odreden poloZaj tacke f (W) za svako W € a. Dakle, svaka
transformacija podudarnosti trougla AABC je potpuno odredena slikama tacaka A, B i
C, te je dovoljno je za svaku transformaciju podudarnosti da znamo u koja se temena
tog trougla preslikavaju redom temena A, B i C. To znaci da svaku transformaciju
podudarnosti trougla AABC moZemo jednoznacno identifikovati sa nekom permutaci-
jom njegovih temena. Stoga skup P ima onoliko elemenata koliko ima permutacija
tro¢lanog skupa, a ima ih 3! = 6, i radi jednostavnosti ¢emo pisati da su elementi skupa
P

A B C . .y .. .
iy = ( A B C ) - identicka funkcija ravni «,
A B C .. vy .
P120 = B C Al rotacija oko teZiSta trougla AABC za ugao od 120 stepeni,
A B C .. vy .
0240 = ( C A B ) - rotacija oko teZiSta trougla AABC za ugao od 240 stepeni,

A B . . . S
TA = ( A C g - osna simetrije u odnosu na pravu koja sadrZi tacku A

i polovi naspramnu stranicu [BC],

C B A
naspramnu stranicu [AC],

(A B C
9¢=\B A C
naspramnu stranicu [AB].

A B C . . . vy . .
op= ( ) - osna simetrije u odnosu na pravu koja sadrZi tacku B i polovi

- osna simetrije u odnosu na pravu koja sadrzi tacku C i polovi
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Izracunavajuci redom kompozicije elemenata skupa P = {iy, 0120,0240,04,0B,0C},

npr.
A B C ,
pro°pu0=\ 4 p ¢ |7l
oo _[A B C\_
oo (A B C)_

popunjavamo Kejlijevu tablicu i dobijamo

o io  P120 P20 OCaA OB OC

la la  P120 P20 OCa OB OC
0120 | P120 P240 e OC Oa OB
0240 | P240 e  P120 OB OC 04
oA | 04 OB OCc Qe P120 P20
OB | OB OCc 0a pPu0  la  P120
oc | Oc 0A OB P20 P20 la
Sledi:

(a) zatvorenost operacije o u skupu P je dokazana raCunom kojim smo popunili

tablicu;

(b) o je kompozicija funkcija koja je uvek asocijativna;

(c) Neutralni element je identicka funkcija i, Sto se vidi i po tome $to su njena vrsta

i kolona jednake grani¢noj vrsti odnosno koloni;

(d) Svaki element skupa P ima sebi inverzni jer se u vrsti i koloni svakog elementa

pojavljuje svaki element skupa P (tacno jednom), i neutralni element je raspore-

den simetri¢no u odnosu na glavnu dijagonalu. Eksplicitno: i;' = iy, o7, = 0340-

pgio = pleo, a'gl = 0'21, 0';31 = 0';;1, 0'61 = 0'51 (svakom elementu njemu inverzni
nalazimo tako $to u njegovoj vrsti pronademo neutralni element i tada u grani¢noj
vrsti pronalazimo inverzni element koji se mora nalaziti u istoj koloni u kojoj se

nalazi uocCeni neutralni element).

Dakle, P jeste grupa koja nije komutativna jer Kejlijeva tablica nije simetri¢na u odnosu

na glavnu dijagonalu.

vl

Zadatak 6.26 Neka je A = (A,*) grupoid, neka je F ={f | f: A — A}, i neka je ®

binarna operacija skupa F definisana sa

Vf,geF, (f®gx)=f(x)*g(x), xeA.

Dokazati da za F = (F,®) vazi
(a) F je grupoid;
(b) ako je A polugrupa, tada je i ¥ polugrupa;

(c) ako je A monoid (polugrupa sa neutralnim elementom), tada je i ¥ monoid;
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(d) ako je A grupa, tada je i F grupa;
(e) ako je A komutativna grupa, tada je i F komutativna grupa.
w ResSenje:
(a) Zasve f,gjeocigledno h = f® g € F, jer iz same definicije operacije ® i zatvo-
renosti sledi da je 4 : A — A; naime, za svako x € A je f(x),g(x) € A, te je stoga
Ph() = f(D)*g(x) €A

(b) Neka je A polugrupa. Videli smo da je tada ¥ grupoid, pa ostaje da dokaZzemo
asocijativnost operacije ®. Za sve f,g,h € F vazi

fe@geh=(fe®g®h o VxeA (fegah)x)=(f@g®h(x) o
& VxeA fxEeh)=(®gWh(x) &

& VxeA, f(0)x(g)xh(x)=(f(x)*g(x)*h(x),

a poslednji iskaz je tacan jer je f(x),g(x),h(x) € A, a * je asocijativna operacija
skupa A.

(c) Neka je A monoid, i oznacimo sa e njegov neutralni element. Videli smo pod
(b) da je tada i ¥ polugrupa, pa treba jo§ da dokaZemo egzistenciju neutralnog
elementa u ¥. Funkcija & € F definisana sa £(x) = e, x € A je levi neutralni
element u polugrupi ¥ jer za svako f € F vaZzi
e®f=f © VxeA E®H=fx) o
& VxeA exf()=f(x) © VxeA exf(x)=[(x),

a poslednji iskaz je tacan jer je f(x) € A i e je neutralni element u A.

(d) Neka je A grupa sa neutralnim elementom e, i obeleZimo sa x” inverzni element
elementa x € A u grupi A. Videli smo pod (c) da je tada ¥ monoid, i neka je
€ € F njegov neutralni element. Ostaje da dokaZemo da za svako f € F postoji
levi inverzni element f € F' u monoidu . DokaZzimo da je za f € F levi inverzni
element u ¥ funkcija f definisana sa f(x) =X, x € A. Ovo je tacno jer je

fef=e o VxeA (fef)m=ck) o
S Vx€eA, 7(x)*f(x) =e © VxeA (fx)s=f(x)=e
a poslednji iskaz je tacan jer je (f(x))’ € A inverzni element elementa f(x) € A u
grupi A.
(e) Neka je A komutativna grupa. Tada je i ¥ komutativna grupa jer za sve f,g € F
vazi
feg=g®f © VxeA (f®g=gaNHx o
& VYxeA, f(x)xg(x)=gx)x*f(x),
a poslednji iskaz je taCan jer su f(x) i g(x) elementi komutativne grupe A.

Zadatak 6.27 Neka je F ={f | f:R — R}, i neka su & i © binarne operacije skupa
F definisane sa

VigeF, (fegd(x)=fx+g(x), xeR,
Vf,geF, (fogx=f(x- gk, xeR
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(a) Dokazati da je F = (F,®) komutativna grupa.
(b) Ispitati da li je F = (F,®) komutativna grupa.
w ReSenje:
(a) Kako je (R, +) komutativna grupa, na osnovu zadatka 6.26 je i (F,®) komutativna

(b)

grupa. Neutralni element je funkcija © : R — R definisana sa O (x) =0, x €e R
(funkcija ¢iji je grafik x-osa). Inverzni element funkcije f : R — R je funkcija

©f : R — R definisana sa (8f) (x) = —f (x), x € R (funkcija ¢iji je grafik simetri-
¢an u odnosu na x-osu sa grafikom funkcije f).

Kako (R,-) nije grupa (ne postoji inverzni element za 0), na osnovu zadatka
6.26 ne moZemo zakljuciti da li je (F,®) grupa ili nije. Ipak, posto je (R,-)
komutativna polugrupa sa neutralnim elementom 1, na osnovu zadatka 6.26 sledi
daje i (F,®) komutativna polugrupa sa neutralnim elementom 1 : R — R, gde je
1 funkcija definisana sa 1 (x) = 1, x € R (funkcija Ciji je grafik pravay = 1). Za
funkciju f : R — R postoji inverzni element f” : R — R ako i samo ako

ff=1 & VxeR ff0=1(x o
1

& VxeR, f()-f(=1 & VxeR, f/(x)=——o,
fx)

a funkcija f’ : R — R postoji ako i samo ako je f(x) # 0 za sve x € R. Tako

npr. za funkciju f(x) = x>+ 1 postoji inverzni element f’(x) = T dok npr.
x*+
za funkciju f(x) = sinx ne postoji inverzni element jer postoje x € R za koje je

sinx = 0. Dakle, (F, ) nije grupa. i

Zadatak 6.28 Neka je S3 skup svih permutacija skupa A = {1,2,3}. Dokazati da je

S3 =

(§3,0) grupa.

= Resenje: Permutacije skupa A = {1,2,3} su zapravo bijektivne funkcije tog skupa, i
u ovom slucaju su to

iA:123 s1:123) S2—(123
1 2 37/ 1 3 27/ 21 3p
S3=(1 2 3) S4=(1 2 3) Ss=(1 2 3)
2 3 1) 31 2p 3 21

U zadatku 4.4 je, za svako A # 0, paiza A ={1,2,3}, dokazano da je S3 = B grupa,
a njena Kejlijeva tablica je o |ig S1 S 53 S4 S5 .

A liag S1 $2 S3 S4 S5
S1 S1 iA S4 S5 S§2 853
S2 | §2 83 iA S1 S5 854
853 53 52 S5 S4 iA S1
S4 | Sa S5 S1 ia S35
S5 | S5 S4 S§3 Sy S1 A a
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Teorema 6.1 Neka je (G,-) grupoid. Neka je za svako g € G preslikavanje oy : G — G
definisano sa ¢ (x) = g-x, x€ G, inekaje Sg = {O'g | g€ G}. Grupoid (G,-) je grupa
ako i samo ako je (Sg,o) grupa, i u tom slucaju su ove grupe izomorfne - funkcija
W :G — Sg, y(g) = 0y je izomorfizam iz grupe (G,-) u grupu (S g, o).

Dakle, svaka grupa (G, ) je izomorfna sa nekom podgrupom grupe svih permutacija
skupa G u odnosu na kompoziciju funkcija.

I’= Ako je neki grupoid (G,-) definisan Kejlijevom tablicom, sve osobine grupe
osim asocijativnosti se relativno lako proveravaju vizuelno (vidi komentar na strani
52). Ako su ostale osobine grupe ispunjene, pri proveri asocijativnosti, umesto direktne
provere jednakosti x(yz) = (xy)z za sve x,y,z € G, mozemo konstruisati skup S¢ iz
teoreme 6.1, te ako je kompozicija funkcija o zatvorena na skupu S, tada je (S¢g,©)
grupa, te sledi da je i (G, ) grupa (operacija - je asocijativna).

Zadatak 6.29 Preko permutacija proveriti da li su sledeci uredeni parovi grupe:

(a) (A,-), gde je A={a,b,c,d} i (b) (B,x), gdeje B=1{1,2,3,4,5,6}i

. ‘ a b ¢ d -1 2 3 4 5 6
ala b ¢ d 1/1 2 3 4 5 6
b|b a d c 212 3 4 5 6 1
clc d a b 313 41 6 2 5
dld ¢ b a 414 5 6 1 3 2

5/5 6 2 3 1 4

6|6 1 5 2 4 3

= ReSenje: 1z Kejlijevih tablica datih operacija vidimo:

(a) Operacija - je zatvorena na skupu A, neutralni element je a, inverzni elementi
suredoma™! =a, b = b, ¢! =cid! = d, tako da jo§ preostaje samo pitanje
asocijativnosti operacije - na skupu A. Posmatrajmo permutacije skupa G iz
teoreme 6.1, i na skupu S 4 = {04, 0p,0,04} tih permutacija posmatrajmo ope-

raciju o:
[a b ¢ d (a b ¢ d ° ‘ Ja Tb C9c 0d
O—a - a b c d ’ U-b - b a d c ’ U'a O-H O-h O-C O-d
[a b ¢ d [(a b ¢ d 9b 19 Ca Od O
O¢c = c d a b/ g4q= d ¢c b al Oc | O¢c Og Oq Op

0d | 0d Oc¢ Op Og

Posto je operacija o zatvorena u skupu S 4 (i kompozicija funkcija je uvek asoci-
jativna, neutralni element je o, inverzni elementi su redom 0';1 =0y, 0';1 =0,
-1

o =01 0';1 =0y4),1zasve x,y € A vaZi 0,00, = Oy, sledi da je (S4,0)

grupa, te je, na osnovu teoreme 6.1 1 (A,-) grupa.

(b) Operacija * je zatvorena na skupu B, neutralni element je 1, inverzni elementi su
redom 171 =1,271=6,3"1=3,471=4,5"1=5i67! =2, tako da jos preostaje
samo pitanje asocijativnosti operacije * na B. Odgovarajuci skup permutacija iz
teoreme 6.1 je S p = {071,02,03,04,05,06}, gde je
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(123 456 (123 456
17\1 234 56) 27234506 1)
1 23456 123 456
”3:(341625)’ “'4:(456132)’
1 23456 1 23456
0-5_(562314)’ “6‘(615243)'

Uredeni par (B, %) nije grupa jer je npr.

conf 1 23456,

odnosno operacija o nije ¢ak ni zatvorena u skupu S g jer oz 003 € S . 7

Zadatak 6.30 Neka je n € N. Ispitati strukture (R",+) i (R",0), gde su + i © operacije
sabiranja i mnoZenja uredenih n-torki po komponentama, tj.

(a17a2,'",an)+(b1,b27"'7bn) = (al +bl7a2+b27"'7an+bn)»
(alvaZ""’an)G(bl’b29"'9bl‘t) = (al 'blaaZ'b27"'7a}’l'bVl)7
za sve (ay,as,...,a,),(b1,bs,...,b,) € R".

= ReSenje: Na osnovu zadatka 4.5 je (R”,+) komutativna grupa (jer je (R,+) ko-
mutativna grupa), pri ¢emu je (0,0,...,0) neutralni element, a inverzni element za
(ay,ay,...,a,) € R" uodonosu na + je (—ay,—a,...,—a,) € R™.

Takode, na osnovu zadatka 4.5, (R",©) je komutativna polugrupa sa neutralnim
elementom, tj. komutativan monoid (jer je (R, -) komutativni monoid). Neutralni ele-
ment je (1,1,...,1), ainverzni element za (ay,as,...,a,) € R" postoji ako i samo ako je
ai#0zasveie{l,2,...,a,},1utom slucaju, inverzni element za (a;,as,...,a,) € R" u
odnosuna @ je (%, al, e, al) € R". Dakle, (R",0) nije grupa, a skup svih invertibilnih

elemenata monoida (R”,@)ije A={(a1,a2,...,a,) e R" | Vi, a; # 0}, tako da je (A,0)
najveca grupa koja je podgrupoid monoida (R",®) (vidi zadatak 6.8). vl

Zadatak 6.31 Neka su za a,b € R funkcije f,;, : R — R definisane sa f,;(x) = ax+b,
xeR, inekaje.[z{fa,b | a,beR}i_E* :{fa,b | a,beR A a;&O}. Neka su za f,ge L
Sfunkcije f®g: R - Ri fog:R — R definisane (kao u zadatku 6.27) sa

(fee()=f)+gx), xeR, (fog) () =f(x)-g), xeR.
(a) Dokazati da je (L,®) komutativna grupa. Da li je (L., ®) komutativna grupa?
(b) Ispitati strukturu (L,0).
(¢) Ispitati strukturu (L, o), gde je o kompozicija funkcija.

w Resenje:
(a) Prvinagin

Zasve fup, fea€ Lisvex€Rje
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(b)

(©

(fap ® fea) (X) = fup () + fea(x) =

=(ax+b)+(cx+d)=(@a+c)x+b+d) = forcpra (%),

$to znadi da je fup® foa = furepsas te iz a,b,c,d € Rsledi a+c,b+d € R, te je
Ja+ep+d € L. Dakle, uredeni par (L,®) je grupoid, te sledi da je on podgrupoid
grupe ¥ = (F,®) iz zadatka 6.27. Asocijativnost i komutativnost operacije & je
dokazana u zadatku 6.27 (odnosno u zadatku 6.26), neutralni element je nula-
funkcija foo € L, i za svaki element f,;, € £ postoji njemu inverzni element
Fat € L (VO frap® fup = frarabib = 00 1 fub® framp = foo). Dakle,
(L, ®) je komutativna grupa.

Drugi nacin

Posmatrajmo komutativnu grupu (Rz, +) iz zadatka 6.30, i posmatrajmo funkciju
@ R2 - £ definisanu sa ¢((a,b)) = fup, (a,b) € R2. Funkcija ¢ je oCigledno si-
rjektivna, injektivna je jer su za razlicite uredene parove (a,b),(c,d) € R2 funkcije
Jap(X)=ax+b i f.4(x) = cx+d razlicite (ako pretpostavimo suprotno, tada bi
iz npr. fap(0) = fop(0) 1 fap (1) = fap (1) sledilo da je (a,b) = (c,d)), tj. funk-
cija ¢ je bijektivna. Funkcija ¢ je i homomorfizam iz (Rz, +) u (L,®) jer za sve
(a,b),(c,d) € R? vazi

o((@.b)+(e.d) = @+ b +d) = frrcprd = fup ® foa = (@ b)) + ¢ ((c.d)).

Dakle, funkcija ¢ je i izomorfizam iz (R2,+) u (L,®), te kako je (R2,+) komu-
tativna grupa, sledi da je i (£,®) komutativna grupa.

(£,0) nije ¢ak ni grupoid jer je npr.

(fi10h3)X) = fi1 () fr3(x) = (x+1)2x+3)=2x> +5x+3,
odnosno f1,10 f23 ¢ L (jer f1,1 © f2,3 nije oblika f, ;).

Zasve fup, fea€ Lisvex€Rje

(fap o fea) ) = fap (fea(X) =alcx+d)+b = acx+ad + b = fucaqvp (%),

$to znadi daje fupo fod = fucadss t€ iz a,b,c,d € R sledi ac,ad + b € R, te je
Jacad+b € L. Dakle, uredeni par (£, o) je grupoid, te sledi da je on podgrupoid
grupoida ¥ = (F, o) iz zadatka 4.4. Kompozicija funkcija je asocijativna, a ko-

mutativna nije ni u skupu £ jer je npr. fr30 fas g f3.13 # f3.17 (=] Jas0 3.
Neutralni element je identicka funkcija ir = f10 € L, 1 za svaki element f, € L,
inverzni element, ako postoji, je inverzna funkcija funkcije f,5 (vidi komentar
iza zadatka 4.4). Inverzna funkcija funkcije f,; postoji ako i samo ako je funk-
cija f » bijektivna, a to je ako i samo ako je a # 0 (grafik funkcije f, 5 (x) =ax+b
ima jedinstven presek sa svakom pravom oblika y = ¢ samo za a # 0 - vidi ko-
mentar na strani 25). Dakle, (£,0) je monoid, a nije grupa. Na osnovu za-
datka 6.8, maksimalna grupa koja je podgrupoid grupoida (£, o) je (Z, 0), gde je

Z:{fa,b€L|a¢O}- il
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Zadatak 6.32 Neka je za parametar a € R funkcija f, : R? — R? definisana sa

Y(x,y) €R%,  f,(x,y) = (ax,ax).

Ispitati aksiome komutativne grupe na uredenim parovima ¥ = (,0) i W = (‘W,0),
gdeje ¥ ={f| f:R2 >R} iW={fa| acR\{0}).

w Resenje: UoCimo daje W C F.

(a)

(b)

Primenom rezultata zadatka 4.4 za A = R?, imamo da je F asocijativan grupoid
sa neutralnim elementom ip2, pri Cemu operacija o nije komutativna u # - npr.
za f(x,y) = (2x+2y,0)i g(x,y) = 3x,3x) je

(fo8)(x,y) = (12x,0) # (6x + 6y,6x+6y) = (g0 f) (x,y),

a inverzni elementi postoje samo za bijektivne f € F.

Prvi nagin:

Uocimo da za sve f,, fp € W (4. sve a,b € R\ {0}) vazi

V() €R%, (fao f) (6,)) = fa(fo (2,7)) = fa (bx,bx) = (abx,abx),

odnosno

[x]
fa ofb = fab,
te kako za a,b € R\ {0} vazi ab € R\ {0}, sledi da je W grupoid. Kompozicija
funkcija je svakako asocijativna u ‘W, a jeste i komutativna jer za sve f, f, € W
(tj. sve a,b € R\{O}) vaZi fy0 fy = fup = foa = fi0 fu. Identicka funkcija ig2,
medutim, ne pripada skupu W, jer je ip2 (x,y) = (x,y) # (ax,ax) = fu(x,x) za
svako (x,y) € R2. To ipak ne zna¢i da u grupoidu W ne postoji neutralni element.

Naime, neutralni element je f| € ‘W, jer za sve f, € W vazi fi o f, & fu (a zbog
komutativnosti i f; o f1 = f;). Kako neutralni element nije identi¢ka funkcija, ni
inverzni elementi, ako postoje, nece biti inverzne funkcije. Kako za a € R \ { }

vazi L € R\ {0}, inverzni element za f, € ‘W je funkcija f1 e Wierje f, 0f1 f1
(a Zbog komutativnosti i f 1 0 fy = f1). Dakle, W je komutativna grupa.
Drugi nacin:
Funkcija ¢ : R\ {0} - ‘W definisana sa ¢(a) = f,, a € R\ {0} je izomorfizam iz
(R\{0},-) u W jer je oCigledno bijektivna, i za sve a,b € R\ {0} vazi
[x]
@(ab) = fap = fao fo = p(a)op(b).

Stoga iz Cinjenice da je (R \ {0},-) komutativna grupa, sledi da je i W komuta-
tivna grupa (vidi komentar na strani 54 i dodatak B). i

Zadatak 6.33 Neka su a, b i c realni brojevi (parametri), i neka je

Vx,yeR, x®y=ax+by+c.

Ispitati za koje je vrednosti parametara a,b,c € R uredeni par (R, ®) grupa.
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w Resenje: Operacija ® je oCigledno zatvorena u skupu R, tj. (R, ®) je grupoid za sve
a,b,c € R. Kako operacija ® mora biti asocijativna, izrazi

(x®y)®z=(ax+by+c)®z= a2x+aby+ac+bz+c,

x®(®2) = x® (ay+bz+c) =ax+aby+b*z+bc+c,
moraju biti jednaki za sve x,y,z € R, a to je ispunjeno ako i samo ako je a®> = a, b*> = b
iac=bc.1za* =aib?=bsledia,be{0,1}. Zaa = 0 bi na osnovu definicije operacije
® vazilo da je x; ®y = x; ®y 1 za x| # x2, $to je nemoguce jer u grupi mora da vazi
(desni) zakon kancelacije (4.8). Isto vaZi i za parametar b, odakle sledi da mora biti
a=b=1.Zaa=>b=11svako c € R je operacija ® asocijativna, i

Vx,yeR, x®y=x+y+c.

Za ove vrednosti parametara, neutralni element je —c, jer je (—c)®x=(—c)+x+c=x
ix®(—c)=x+(-c)+c=xzasve x € R. Pri tome, za svaki realan broj x postoji
njemu inverzni element x’ = —x —2¢, jer vazi x® (—x—2¢) = x+ (—x—2¢)+c=—ci
(—x-2c)®x=(—x—-2¢c)+x+c=—c.
Dakle, (R,®) je grupazaa=>b=11svako c e R. vl




Glava 7
Prsteni i polja

Definicija 7.1 Neka je R neprazan skup, a + i - binarne operacije skupa R. Uredena
trojka (R, +,-) je prsten ako je
o (R,+) komutativna grupa;
e (R,-) je polugrupa (asocijativan grupoid);
e operacija - je distributivna u odnosu na operaciju +, tj. za sve x,y,z € R vazi
leva distributivnost:  x(y+2) = xy + xz,

desna distributivnost:  (y+2)x = yx + zx.

I’= Ako je operacija - komutativna, pri proveri aksioma prstena je dovoljno proveriti
samo npr. levu (ili desnu) distributivnost, jer iz nje i komutativnosti operacije - sledi i
drugi distributivni zakon.

Definicija 7.2 Prsten (R,+,-) je komutativan ako je operacija - komutativna. Neutralni
element operacije + se naziva nula prstena. Jedinica prstena (R,+,-), ako postoji, je
neutralni element operacije -, i u tom slucaju se (R, +,-) naziva prsten s jedinicom.

Definicija 7.3 Domen integriteta (ili integralni domen) je komutativan prsten (R, +,-)
sa jedinicom u kome ne postoje delitelji nule, tj. u kome vaZi (a # OANb #0) = ab #0,
gde je sa 0 oznacena nula prstena, tj. neutralni element operacije +.

I’= Svako polje je domen integriteta. Svaki konacan domen integriteta je i polje, ali
za beskonacne to ne mora da vazi.

& Uobikajeno je da se simbolom 0 oznalava nula prstena, a simbolom 1 jedinica
prstena, ako postoji.

Definicija 7.4 Prsten (odnosno polje) R; = (Ry,+,) je potprsten (odnosno potpolje)
prstena (odnosno polja) R = (R, +, ) ako je Ry neprazan podskup od R, a operacije + i

- iz Ry su restrikcije operacija + i - iz R.

111



112

Definicija 7.5 Neka su Ry = (R1,+1,1) i Ry = (Rp, +2,2) prsteni (ili polja). Funkcija
¢ : Ri = Ry je homomotfizam iz R u R, ako za sve x,y € Ry vaZi

p(x+1y) =) +20(), ex1y) =) 20().
Ako je funkcija ¢ jos i bijektivna, tada se ona naziva izomorfizam.

I= Sli¢no kao kod grupoida i Bulovih algebri, pri homomorfizmu se npr. nula pr-
stena preslikava u nulu prstena, jedinica u jedinicu (ako postoje), a izomorfizam ,,pre-
nosi” sve osobine iz jednog prstena (polja) u drugi.

Primer 7.1 Primeri polja i prstena:

o Uredene trojke (Q,+,-), (R, +,-) i (C,+,-) su polja, (R,+,-) je potpolje od (C, +, ),
i (Q,+,") je potpolje od (R, +,-) i (C,+,").

o (Z,+,-) je domen integriteta, i on je podprsten od (Q,+,-), R,+,-) i (C,+,-).

e Neka je n € N. Uredena trojka (Z,,,+,,n) je komutativan prsten sa jedinicom, pri

cemu je (Z,,+n,n) polje ako i samo ako je n prost broj.

Primer 7.2 Uredena trojka (Z4,+,-) (umesto oznaka +4 i -4 je uobicajeno koristiti + i
-), Cije su Kejlijeve tablice

+/0 1 2 3 01 2 3,
0/0 1 2 3 0[0 000
1{1 230 1/0 1 23
212 3 0 1 210 2 0 2
31301 2 3]0 3 21

Jjeste komutativan prsten sa jedinicom, ali nije polje, i nije ni domen integriteta. Naime,
iz tablice operacije - vidimo da je 2-2 = Q. v

Zadatak 7.1 Nekaje R ={a,b,c,d}, i neka su na R operacije + i - definisane Kejlijevim
tablicama:

+‘abcd a b ¢ d
ala b ¢ d ala a a a
b|b a d c bla b ¢ d
clc d a b cla a a a
dld ¢ b a dla b ¢ d

Dokazati da je R = (R, +,-) prsten.

w ReSenje:

(a) Uredeni par (R, +) je Klajnova komutativna grupa iz zadatka 6.5, tj. izomorfna je
a b c )

sa grupom (G, -) iz zadatka 6.5 npr. preko izomorfizma ( Z b ¢ d

(b) Uredeni par (R,-) je polugrupa. Zatvorenost operacije - je oCigledna, a asocijativ-
ni zakon VYx,y,z € R, x(yz) = (xy)z moZemo verifikovati diskusijom po promen-
ljivoj x:
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—akojex=a V x=c,tadaje xt=azasvet€R, paje x(yz) =xt=ai
(xy)z=az=azasvey,z€R;

— akojex=b V x=d,tadaje xt =tzasvete€ R, paje x(yz) =yzi(xy)z=yz
zasve y,z€R.

(c) Levu distributivnost - prema +, tj. jednakost Vx,y,z € R, x(y +z) = xy + xz moZe-
mo verifikovati opet diskusijom po promenljivoj x:

—akojex=aV x=c,tadajext=azasvereR,paje x(y+z)=xt=ai
xy+xz=a+a=azasvey,z€R;

—akojex=bV x=d,tadaje xt=tzasvetreR, paje x(y+z)=y+zi
xy+xz=y+zzasvey,z€R.

Desnu distributivnost - prema +, tj. jednakost Vx,y,z € R, (y +z) x = yx+ zx verifi-
kujemo proveravajuéi navedenu jednakost za sve moguée trojke (x,y,z) € R (npr.
za (x,y,z2) = (b,c,c) je (c+c)b=ab=aicb+cb=a+a=a),ili npr. diskusijom
po promenljivoj x (uraditi za veZzbu), i tako zakljuCujemo da operacija - jeste
distributivna prema operaciji +.

I’= Ovde smo levu i desnu distributivnost morali posebno dokazivati jer operacija -
nije komutativna operacija. Ako bi - bila komutativna operacija, tada bi iz leve distri-
butivnosti sledila i desna.

IZ= Primetimo da R nije polje ve¢ samim tim $to (R \ {a}, -) nije ni grupoid (gde je a
nula prstena, tj. neutralni element za +). vl

Zadatak 7.2 Neka je R = {a,b,c}. Dopuniti, ako je moguce, date nepotpune Kejlijeve
tablice operacija + i - tako da R = (R, +, ) bude polje.

a b ¢
a
b c
c

w ReSenje:

(a) Elementi b i ¢ ne mogu biti neutralni elementi operacije + jer njihove vrste ne
mogu biti jednake grani¢noj vrsti. Prema tome, neutralni element moze biti samo
a, te zbog toga njegova vrsta i kolona moraju biti jednaki grani¢noj vrsti odnosno
koloni, pa delimi¢no dopunjena tablica za + mora izgledati ovako:

Posto vrsta i kolona svakog elementa mora sadrZati ta¢no jednom svaki element
skupa R, sledi da mora biti b+ c = a, a zatim c+b = a i c+ ¢ = b. Tako dobijamo
tablicu
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za koju sada na poznati nacin proveravamo do kraja da zaista jeste tablica gru-
povne operacije (uraditi za vezbu).

(b) Posto je O = a neutralni element sa operaciju +, tj. nula prstena, a za nulu prstena
vazi Yx € R, xO = Ox = O, sledi da delimi¢no dopunjena tablica za - mora
izgledati ovako:

a b c
ala a a
b|a c’
cla

Sada ostatak tablice popunjavamo vode¢i racuna da (R\ {a},-) = ({b,c},-) mora
biti komutativna grupa. Vidimo da ¢ ne moZe biti neutralni element jer njegova
kolona ne moZe biti jednaka grani¢noj koloni, pa neutralni element mora biti b,
¢ime dobijamo delimi¢no dopunjenu tablicu:

Konacno, posto vrsta i kolona svakog elementa osim @ mora sadrzati tacno jed-
nom svaki element skupa R, dobijamo tablicu

za koju sada na poznati nacin proveravamo do kraja da ({b,c}, -) jeste komutativ-
na grupa.

(c) Proveravajuéi levi distributivni zakon x(y+z) = xy + xz za sve uredene trojke
(x,y,2) € R dokazujemo (uraditi za vezbu) distributivnost operacije + prema o-
peraciji -, a zbog komutativnosti operacije - iz leve distributivnosti direktno sledi
i desna distributivnost.

Prema tome, iz nacina popunjavanja tablica vidimo da je ovo jedini nacin dopune
do tablica operacija prstena. vl

I’= Nakon dopunjavanja tablica na gore obrazloZeni nacin, mogli smo dokazati da
smo dobili polje i tako §to primetimo da u tablicama nakon zamene a sa 0, bsa 1 i c sa
2 dobijamo tablice operacija polja Zz = (Z3, +3,-3):

1 2 \

o= ol
N — oo
N = Olu

1
0
1
2

SN =
— O N
(el e i) N
— N O



PRSTENI I POLJA 115

$to znaci da je R izomorfno sa Z3. Formalno, za funkciju ¢ : R — Z3 definisanu sa

w= ( g 117 g ) se lako dokaZe da je izomorfizam; naime, ocigledno je ¢ bijektivna

funkcija, i za sve x,y € R se neposredno proverava (uraditi za vezbu) da vazi ¢ (x+y) =
e +30(Nie(x-y)=e®)30().

Zadatak 7.3
(a) U polju Z7 izracunati 3(23 + 5)_1 +6.
(b) U polju Z resiti po x € Z11 jednacinu
Ji 2x+9)Cx+1)7=7.
(¢) U polju Zs resiti po x € Zs jednacinu
J: X +4(x 4204 1) =3,
w ReSenje:
(a) 3(23+5)‘1 +6=31+5""146=3-614+6=3-6+6=4+6=3.

(b) Domen reSavanja jednacine je skup onih x € Z1; za koje je 3x+ 1 # 0, jer jedino
za 0 ne postoji inverzni element u odnosu na mnoZenje. Kako je

3x+1=0 & 3x+1+10=10 & 3x=10 © 4-3-x=4-10 © x=7,
domen reSavanja jednacine je Dj = Z11 \{7}. Zasve x € Dy je

(2x+9)(3x+1)‘1:7/~(3x+1)¢0 s 2x+9=7C6x+1) &
S 2x+9=10x+7 © 2x+x+9+2=10x+x+7+2 &
&S 3x=9 & 4.3x=4-9 & x=3.

Prema tome, R; = {3}.

(c) Domen resavanja jednacine je D; = Zs \ {0} = {1,2,3,4} jer jedino za element
0 ne postoji inverzni element. Ako je funkcija f : D; — Zs definisana izrazom
fx)=x2 +4(x’1 +2x+ 1), jednadina J je ekvivalentna sa f (x) = 3. Izra¢unava-
juci redom vrednost funkcije f za elemente skupa D, dobijamo

S =1244(171 42 141) = 1441 +2+ 1) = 144-4=1+1=2%3,
FQ=22+4(27142.241)=4+4B+4+ 1) =4+4-3=442=1%3,
fB)=3244(37142.341)=4+4Q2+4+1)=4+4-2=443=2%3,
f@=4+4(47142441) = 1+4(@+4+ 1) = 144-4=1+1=0%3,

te je Ry = 0, odnosno jednacina J nema reSenja. vl

Zadatak 7.4 Neka je n € Nineka sunaR" definisane operacije ® i © na sledeci nacin:
za sve ¥(ay,an,...,an),(b1,ba,...,by) € R" je

(al,a29'"9an)®(b19b29"'9bn) = (Cll +b19a2+b2,"',al’l +bn))
(a17a27'"7a}’l)®(b17b2""7bn) = (al .blvaz 'b2""’an 'bn)~
Ispitati strukturu (R",®,0).
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= Resenje: Na osnovu zadatka 4.5 je (R",®) komutativna grupa, a (R”,0) je komu-
tativna polugrupa sa neutralnim elementom (1,1,...,1). Distributivnost operacije ©
prema operaciji @ sledi iz definicija ovih operacija i distributivnosti mnoZenja prema
sabiranju realnih brojeva. Dakle, uredena trojka (R",®,®) je komutativan prsten sa je-
dinicom. Pri tome je (0,0,...,0) nula prstena. Medutim, (R”,®,-) nije polje jer opera-
cija - nije ¢ak ni zatvorena na skupu R"\ {(0,0,...,0)}, odnosno (R",®, -) nije ni domen
integriteta jer je npr. (1,0,0,...,0)-(0,1,0,...,0) = (0,0,0,...,0). vl

IZ= Ista se situacija dobije ako umesto R"” posmatramo skup svih npr. realnih nizova,
ina odgovarajuéi nacin (po komponentama) definiSemo operacije ® i ©. Naime, ako niz
realnih brojeva oznac¢imo sa {a,},cy, sa R oznac¢imo skup svih nizova realnih brojeva,
iza sve {ay}uen > {Pntnen € R definiSemo

{antnen ®{bnlneny = {an + bnlyen, {antnen ©{bnlneny = {an - bn}nens

struktura (R,®,®) ima iste osobine kao (R",®,®), neutralni element za & je nula-niz,
itd.

I= Ako umesto polja realnih brojeva podemo od proizvoljnog polja F = (F, +,-), i
na skupu F”* (za neko n € N) ili na skupu ¥ svih nizova elemenata polje F definiSemo
operacije @ i © na isti nacin kao u prethodnom zadatku, na isti nacin dobijamo da
strukture (F",®,0) i (¥,®,0) imaju iste osobine kao (R",®,0) i (R,®,0).

Zadatak 7.5 Neka je R = (R,+,-) proizvoljan prsten, neka je F ={f | f:R—> R}, i
neka su ® i © binarne operacije skupa F definisane na sledeci nacin:

VxeA, (feg)x) =fx)+gk),

eeE  yiea (Fog))=fx) g.

Dokazati:
(@) ¥ = (F,®,0) je prsten;
(b) ako prsten R ima jedinicu, tada i prsten F ima jedinicu,
(c) ako je prsten R komutativan, tada je i prsten & komutativan.

Ako je R polje, da li tada i F mora biti polje?

= ReSenje:

(a) Oznacimo sa 0 neutralni element, a sa —¢ inverzni element elementa ¢ € R u grupi
(R, +).

(a.1) Uredeni par (F,®) je Abelova grupa $to $to dokazujemo na skoro isti nacin
kao u zadatku ??.

* Zatvorenost operacije (tj. operacija @ je ,,dobro definisana”): neka je
f,g € F; ocigledno je f®@g:R— Rtj. f®ge F jer za sve x € R vazi
(feg) ()= f(x) + gx) eR.

~—— ——
€R €R
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* Asocijativnost operacije @ sledi iz asocijativnosti operacije +; naime,
za proizvoljne f,g,h € F vazi
fe@goh=(fegpeh o
& VxeR, (feeh)(=((fegenx) e
& VxeR f)+(EONM) = (fOHW+h(x) ©
& VxeR, f(0)+(g0)+h(x)=(f(x)+gx)+h(x),

a poslednji iskaz je oCigledno tacan (f (x),g(x),h(x) € R).

* Neutralni element je funkcija O (x) = 0, x € R (oc¢igledno O € F), jer
za svako f € F vazi
fe0=0sf=f <
& VxeR (feO)()=(0OefH=fx e
S YxeR, f()+O0x0)=0x+f(0)=fx) <
S VYxeR, f(x)+0=0+f(x)=f(x),

a poslednji iskaz je oCigledno tacan za svako t = f(x) € R.

% Za proizvoljno f € F, inverzni element je funkcija u oznaci ©f, defi-
nisana sa ©f (x) = —f (x), x € R; oigledno ©f € F i vazZi
©Nef=reNH=0
& VxeR (@NHoNHW=(feEMNN=0Dx o
& VxeR ©H0+f(0)=f0+GHXN=0 <
& YxeR, (—f)+f(x)=f0)+(f(x)=f(),

a poslednji iskaz je ocigledno tacan za svako t = f(x) € R.

* Komutativnost operacije & sledi iz komutativnosti operacije +; naime,
za proizvoljne f,g € F vazi
feg=gof o VYxeR (feg)n=gefNlx) &

& VxeR, f()+g(0)=g()+f ()
a poslednji iskaz je oigledno tacan za sve r = f(x) e Riw = g(x) €R.
(a.2) Uredeni par (R,0) je polugrupa:

* zatvorenost operacije (tj. operacija O je ,,dobro definisana”) jer za pro-
izvoljne f, g € F ocigledno vazi fOg: R — R (tj. fOoge F), jer za sve
x€Rimamodaje (fOg)(x)= f(x) - g(x) €R.

S~
€R €R

* Asocijativnost operacije © sledi iz asocijativnosti operacije -, jer za
proizvoljne f,g,h € F vazi
fo@goh=(fogpoh &

& VxeR, (foon)x=(fogonx) e

& VxeR, f(0)-@ONX)=(fog)(x) h(x) o

&  VxeR, f()-(g(x) h(x)=(f(x)-gx)-h(x),

a poslednji iskaz je oCigledno tacan za sve f (x),g(x),h(x) € R.
(a.3) Operacija © je distributivna prema operaciji &.

* leva distributivnost sledi iz leve distributivnosti operacije + prema ope-
raciji -, jer za sve f,g,h € F vazi
fogeh=(foge(foh) <
& VxeR (fogeh)=((foge(fon)(x) e
© VxeR, f(0)- (g () =(fog)(+(fon() <
& VxeR, f(0)- (€0 +h(x)=f(x)-gx)+[f(x)- h(x),
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a poslednji iskaz je oCigledno tacan za sve f(x),g(x),h(x) € R.

* desna distributivnost se dokazuje na isti nacin kao leva (ispisati dokaz
za vezbu).

(b) Obelezimo sa 1 neutralni element za operaciju - u R, i dokazimo da postoji neut-
ralni element 1 € F polugrupe (F,®). VaZi

VfeF fol=10f=f &
o VfeF VxeR (fol)(x)=1ofHHin=f(x) <
& VYfeF,VxeR, f(x)-1(x)=1(x)-f(x) = f(x),

a poslednji iskaz je oCigledno tacan za funkciju 1 (x) = 1, x € R (oCigledno 1 € F).

(c) Komutativnost operacije © sledi iz komutativnosti operacije -: za proizvoljne
f,g € F vazi

fog=g0f o VxeR (fog))=EgoNkx &
& VxeR, f(0)-gx)=gx)-fx),

a poslednji iskaz je oCigledno tacan za sve r = f(x) e Riw = g(x) € R.

Odgovor na poslednje pitanje je negativan, Sto ilustruje sledeci primer. Neka je R
polje realnih brojeva (sa obi¢nim sabiranjem i mnoZenjem brojeva); na osnovu pret-
hodnih dokaza je uredena trojka ¥ = (F,®,®) komutativan prsten sa jedinicom, ali
1 , zax=6

nije polje, jer na primer za funkcije f,g € F definisane sa f(x) = { 0 zax+6

1, zax=28 " _ . . . .
g(x)—{ 0 . zax#28 vazi fOg =0, pricemuje f # O ig # O (gde je O ,,nula
funkcija”). Dakle, ¥ nije domen integriteta (navedene funkcije f i g su delitelji nule),
pa nije ni polje. vl

Zadatak 7.6 Neka je je P = (P,+,-) prsten, i neka je u skupu P3 definisana je operacija
Q na sledeci nacin:

(a1,a2,a3)9(b1,b2,b3) = (a1 + by, a2 + by,a3 + b3 —ay1by —axby).
Da li je <P3, Q?) grupa?

= Resenje: (P3, Q?) je grupoid jer je operacija ¢ definisana preko operacija + i - prstena
P. Zakon asocijativnosti vaZzi jer je

(a1,a2,a3)2((b1,b2,b3)%(c1,¢2,¢3)) =
=(a1+bi+ci,ar+by+cr,az3+by+c3—arby—arby —bicr —brcy —ajcr —arey) =

= ((a1,a2,a3)9(b1,b2,b3))9(c1,¢2,¢3).

Neutralni element je (0,0,0), gde je 0 € P neutralni element za operaciju + prstena P;
vaZi naime

(a1,a2,a3)9(0,0,0) = (a1 +0,a2+0,a3 +0—a; -0—ay - 0) = (a1, a2,a3),
(0,0,0)%(ar,a2,a3) = (0+a1,0+az,0+a3 - 0-a2 - 0-a1) = (a1,a2,a3).

Inverzni element za (a1,az,a3) je (—ay,—az,—az —ayax —azay) jer je
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(a1,a2,a3)9(~ay,—az,—az —aja; — axa) =

= (a1 —ay,ap —az,az —az —aja; —axay +ayaz + azar) = (0,0,0),

(=ai,—az,—az —aja; —axa)V(ay,az,a3) =

= (—al +ay,—ax+ax,—az—aja; —azay +asz+aya +a2a1) = (0,0,0).

Dakle, (P3, (7) je grupa za proizvoljni prsten P. v

Zadatak 7.7 U skupu Q? definisane su operacije + i * na sledeci nacin:
(a,b)+(c,d) = (a+c,b+4d), (a,b) = (c,d) = (ac+7bd,ad + bc).
Ispitati strukturu Q = (Qz, +, *)

w ReSenje:
e Na osnovu zadatka 4.5 je (Qz, +) je Abelova grupa jer je (Q,+) Abelova grupa.
Neutralni element ove Abelove grupe je (0,0).

o U (Qz, *) je operacija * zatvorena jer su zbir i proizvod racionalnih brojeva
a,b,c,d,’] racionalnih brojeva. Operacija * je i komutativna i asocijativna jer
zasve (a,b),(c,d),(e, f) € Q* vazi
(a,b)*(c,d) = (ac+7bd,ad + bc) = (ca+7db,cb +da) = (c,d) *(a,b),
(a,b)*((c,d) (e, f)) = (a,b)*(ce+Tdf,cf+de) =
= (ace+Tadf +Tbcf +7Tbde,acf +ade + bce + Tbdf) =
= (ace+7Tbde+7Tadf +Tbcf,acf +7bdf +ade + bce) =
= (ac+7bd,ad + bc) = (e, ) = ((a,b) = (c,d)) = (e, f).

Neutralni element je (1,0) je za sve (a,b) € Q? vazi
1,0)*(a,b)=(1-a+7-0-b,1-b+0-a) =(a,b),

i analogno (a,b) * (1,0) = (a,b). Prema tome, (QZ, *) je komutativna polugrupa
sa neutralnim elementom. Pri tome svaki, element (a,b) # (0,0) ima inverzni

-1 _ a —b 2 . . v
element (a,b)”" = (a2 RETCRRTY) € Q°\{(0,0)}, jer se lako izraCunava da
. a -b a -b L
¥ (a’b)*(a2—7b2’a2-7b2) B (a2—7b2’a2-7b2)*(a’b) = (1), 1 pri tome

za (a,b) # (0,0) vazi a> = 7b% 0 (jer su a i b racionalni, a V7 je iracionalan
broj, te bi, ako pretpostavimo suprotno, zbog a> —7h* =0 & a ==+ V7b dobili
da je a = + V7b iracionalan broj - dokazati za veZbu da je proizvod racionalnog
i iracionalnog broja iracionalan broj). Prema tome, (Q2\{(0, 0)},*) je takode
Abelova grupa.

e Vazi leva distributivnost = prema + jer za sve (a,b),(c,d),(e, f) € Q2 imamo
(a,b)#((c,d) + (e, /) = (a,D) x(c+e,d+ f) =
=(alc+e)+Tb(d+ f),ad+ f)+b(c+e)) =
= (ac+7bd,ad +bc)+(ae+7Tbf,af +be) = ((a,b) *(c,d)) + ((a,b) * (e, f)),
a zbog komutativnosti operacije *, iz leve distributivnosti sledi i desna.

Dakle, struktura Q je polje. v
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Zadatak 7.8 Neka je P(A) partitivni skup nepraznog skupa A. Dokazati da je tada
(P (A),+,-) komutativan prsten sa jedinicom, gde su operacije + i - definisane sa:

P+Q=PQUPQ, PO=P-Q=PNQ
zasve Pi Q iz P(A).

w ResSenje:
e Zatvorenost operacije + na skupu P (A) sledi iz zatvorenosti operacija unije, pre-

seka i komplementa. Asocijativnost sledi iz
P+(Q+R) =P+ (QORUQR) =P(ORUQR)U P(ORU QOR) =
=P QRUPQRUP((QUR)(QUR)) =P QRUPQRUP(QRUQR) =
=P QORUPQRUPQRUPQR,
(P+Q)+R=(PQUPQ)+R=(PQUPQ)RU(PQUPQ)R =
=((PuQ)(PUQ))RUPQRUPQR = (PQUP Q)RUPQRUPQR =
=PQRUP QRUPQRUPQR.
Neutralni elemenat je 0 jer je
0+P=0PUOP=APUD=P,

i analogno P+ 0 = P. Svaki element P € P(A) je sam sebi inverzan (proveriti
za vezbu), a komutativnost operacije + sledi iz komutativnosti operacija U i N
(proveriti za vezbu).

Dakle, uredeni par (P (A), +) je Abelova grupa.

e Uredeni par (P (A),-) je komutativna polugrupa jer je poznato da je operacija -
tj. N zatvorena, asocijativna i komutativna u  (A). Neutralni elemenat je skup A
(proveriti za veZbu).

e Vazi leva distributivnost - prema + jer za sve P, Q,R € P (A) imamo
P(Q+R) = P(QRUQR) = PORU PQR,
PQ+PR=PQPRUPQPR = (PUQ)PRUPQ(PUR) =
= PPRUPQRUPQRUPQP =0UPQRUPQRUOD = PORU POR,

a zbog komutativnosti operacije - tj. N, iz leve distributivnosti sledi i desna.




Glava 8

Kompleksni brojevi i polinomi

Kompleksni brojevi su uredeni parovi realnih brojeva, pri ¢emu je uobicajeno da
kompleksni broj z = (a,b) zapisujemo u tzv. algebarskom obliku 7z = a + ib, gde je 1
imaginama jedinica. Svakom kompleksnom broju z = a + ib u kompleksnoj ravni jed-
noznacno odgovara vektor 0z Cija je poCetna tacka u koordinatnom pocetku, a krajnja
tacka ima koordinate (a,b). U kompleksnoj ravi je uobicajeno da umesto x-ose i y-ose
koristimo redom nazive realna osa i imaginama osa.

Definicija 8.1 Za kompleksni broj z = a + 1b definisemo
o realni deo: Re(x) < a,
e imaginami deo: 7m(z) def b,

konjugovani kompleksni broj: 7 e ib,

def
moduo: |z| = Va2 + b2,

arctg%7 , a>0
7r+arctg§ , a<0Ab>0
e argument: argzdgf —n+arctg§ , a<0Ab<O .
5 , a=0Ab>0
-Z , a=0Ab<0

Argument kompleksnog broja O se ne definiSe, a argument kompleksnog broja raz-
licitog od nule je broj iz intervala (—m, 7], tzv. intervala glavne vrednosti argumenta
kompleksnog broja.

I’= Svaki od prethodno navedenih pojmova ima svoju geometrijsku interpretaciju u
kompleksnoj ravni. Naime, za kompleksni broj z = @ + b i njemu odgovarajuéi vektor

- .
0z je:
= realni deo a je projekcija tacke z na realnu osu;

= 7a imaginarni deo b je tacka 1b projekcija tacke z na imaginarnu osu osu;
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= konjugovani kompleksni broj 7 = a —1b je tacka koja je osnosimetricna tacki z u
odnosu na realnu osu;

= moduo kompleksnog broja z je intenzitet vektora 0z;

= argument kompleksnog broja z je mera orijentisanog ugla kojeg zaklapaju pozi-
tivni deo realne ose i vektor 0z.

I'= Uocimo da za kompleksne brojeve z i 7 vazi

|zl = [z, argz = —argz. 8.1

Osim u algebarskom vektorskom obliku, kompleksne brojeve po potrebi moZemo
predstavljati i u Ojlerovom ili trigonometrijskom obliku:

— .
= 1 = = ﬂ(p = 1 1
z a+ib . 0z pe p(cosp +1ising)
algebarski  vektorski  Qjlerov  trigonometrijski
oblik oblik oblik oblik
gde je
—
p=1Id=0z, a = peose, pelbe), pelmal, o
p=argz= <I(Re+,6§), b = psing, a,beR. )

I'= Uodimo da za kompleksne brojeve 71 = x| +1y; = p1el¥! i 2o = xp + iys = prel#?
(razlicite od 0) vaZzi

=22 © @W=xAyi=y) © (p1=p2 A dkeZ,p|=q¢+2km).

Osnovne operacije u skupu kompleksnih brojeva i njihove geometrijske interpretacije:
neka je z = x+1iy = pe' i w=a+1ib = re'¥, i neka je n € N.

[£] zxw=(x+a)+1(y£D),

tj. Re(zxw)=Re() +Re(w),

ImGz+w)=Im()+Imw).
Uocimo da se zbog prethodno navedenih jednakosti kompleksni brojevi sabiraju
kao vektori (po pravilu paralelograma), tj. ako je u = z+w, tada je Ou = 0z + Ow.
Kompleksne brojeve nije zgodno sabirati u Ojlerovom obliku (ako su zadani u
Ojlerovom ili trigonometrijskom obliku, tada ih najpre pretvaramo u algebarski
oblik a zatim sabiramo).
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[]

[/]

[ "]

V]

w = (xa—yb) +1(xb +ya) = pre! @),
. Re(zw)=Re(x)Re(w)—Im()Imw), |zw|=|z|lwl,

ITm(zw) =Re(z) Im(w)+ Im(z)Re(w), argzw =argz+argw.
Posmatrajmo slu¢aj kada se broj z mnoZi brojem modula 1: u = zel® = pel@*®);
iz |u| = |z| sledi da z i u pripadaju istoj kruZznici K(0,p), a iz argu = argz+ «
sledi da je {(6%,0_&) = a, odnosno kompleksni broj u je dobijen rotacijom pg o
kompleksnog broja z oko koordinatnog pocetka za ugao a. Dakle

P0e@=u © u= zet?, (8.3)
Posmatrajmo sada rotaciju p;, u kompleksnoj ravni oko neke tacke ¢ za ugao a.
Kako je 72 = 02— 0¢ = 0z — 1) i 7 = Ou— 0t = 0(u— 1), sledi
Pra@=u & pa(B)=Tt & plaz-D=u-t ©
& u—t=z-0e" o u=r+(z-1e.
Dakle, ako je tacka u dobijena rotacijom tacke z oko tacke ¢ za ugao «, tada je

u=rt+(z-1e. (8.4)
_ X+iy a-ib _xa+yb  ya—xb _ Eeﬁ(‘p_‘”),

Z
woatib a-ib  @+02 @+ 1
. (z) Re(z)Re(w)+Im(z) Im(w) Z |z
. Rel=|= 5 —|=—,

w [w| wl  |wl

(z) Im(z)Re(w)—Re(z) Im(w) 2z

Im|—|= 5 , arg— =argz—argw.
w [w| w

Stepenovati kompleksni broj u algebarskom obliku mozZemo primenom binom-

nog obrasca
n

' =(x+iy)"' = Z(n)xky"_kﬁ"_k,

k=0 k
gde je
1 , akojem=4jzaneko je NU{0}
m i , akojem=4j+1 zaneko je NU{0}

-1 , akojem=4j+2zaneko je NU{0}

-1 , akojem=4j+3 zaneko je NU{0}
Medutim, kompleksne brojeve je mnogo laksSe stepenovati kada su u Ojlerovom
obliku':

Zn :pneﬂmp’

. " =1z", argz'=nargz, (8.5)
odnosno

7" = p"(cos (ng) + isin (ng)).

Svaka od prethodnih operacija u skupu R je restrikcija dotic¢ne operacije u skupu

C. Sa korenovanjem to nije slucaj, iako koristimo istu oznaku VY uoba skupa?.
U skupu kompleksnih brojeva je korenovanje definisano sa

1Po potrebi éemo ih, radi stepenovanja, pretvarati iz algebarskog u Ojlerov oblik.
2U zadacima Ce ili biti eksplicitno naglaseno, ili ée iz konteksta biti jasno da li ¥/ predstavlja korenovanje
uRili C.
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z=u & z=u", (8.6)

tj. 4/z je promenljiva koja uzima vrednosti iz skupa reSenja jednacine z = u" po
nepoznatoj u, za dati kompleksni broj z. Radi jednostavnosti, ¢esto kazemo da je
{/z skup resenja jednacine z = u" po u € C.

Kao i kod mnoZenja, delenja i stepenovanja, vrednosti {/z ¢emo izraCunavati
kada je broj z zadan u Ojlerovom obliku. Zaz=0je Y0=0,azaz#0je

. g+2kn .(g+MJ)

up = Az = Rfpe’ 7 = {pe'\n ke{0,1,2,...,n—1}, 8.7

tj. |{‘/Z|: Vi, arg%e{%+2nﬁ

ke{0,1,2,...,n—1}},

gde je </p realni koren nenegativnog realnog broja p. Umesto {0,1,2,...,n—1},
za vrednosti ,,brojaca” k moZemo uzeti bilo kojih uzastopnih n vrednosti, tj.
{m,m+1,m+2,...,m+n—1},1cesto éemo pocetno m birati tako svaki od uglova
4

74 . .
— + — upadne u interval glavne vrednosti argumenta.
n n

Kao §to vidimo, sve vrednosti {/z imaju isti moduo </p, tj. sve pripadaju kruZnici
K(O, {/,5) Takode uoc¢imo da za k = ji k = j+ 1 dobijamo uglove (argumente)

. o 2r . . . .
koji se razlikuju za —, tj. ugao izmedu svake dve ,,susedne” vrednosti {/z je isti
n

2

ugao i (n-ti deo punog kruga). Odatle zakljucujemo da se svaka od vrednosti
n

uy, promenljive <{/z moZe dobiti rotacijom oko koordinatnog pocetka vrednosti

b . . .. . <
ux—1 za ugao —, a ug_| se moze dobiti rotacijom oko koordinatnog pocetka
n

. 2r .
vrednosti uy za ugao ——, tj.
n

j2r
M=t e (0,1,2,. .0 -1}, (8.8)

Up—1 = uge " n,

To znaci da vrednosti ug,uy,...,u,—1 ¢ine temena pravilnog n-tougla sa centrom

opisane kruZnice (teZiStem) u koordinatnom pocetku, poluprecnika </p, pri Cemu

. argz . PR . argz s

jeargug = _g. Na primer, za z = 64¢'3 in =6 je VJz] = 2, argug = Tg =13
n

2n o« . . . ..

i 5 =73 te su vrednosti u; u kompleksnoj ravni rasporedene kao na slici
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I’= Uocimo da je kompleksne brojeve najzgodnije sabirati kada su u algebarskom
obliku, a mnoziti, deliti, stepenovati i korenovati kada su u Ojlerovom obliku.

Teorema 8.1 (Neke osobine u skupu kompleksnih brojeva) Neka su z, w i t proiz-
voljni kompleksni brojevi.

5]

Z
o« o<kl vl = [l wl H= , (8.9)
wl  |wl
o« z.7=z7> (8.10)
- TETW=ItW, W=IW, (5)=é, (8.11)
w w
1 _
&« |Zl=1 = -=3 (8.12)
Im Z
- ormule
u ei(p_'_e—w
+ZH2Re(2). cosp = ———,
§ f or © i i 2 i (8.13)
2 28 ’ sing= 2~
n Re ¢ 2%
Vi

& formule 2q ugao u kompleksnoj ravni:

I70W = ar gsargw—argz,

z .14
m ot (8.14)
Aztw = arg P— =arg(w—1) —arg(z—1),

7—

® za @ € (—n,1] je g € (—E,E], te je (8.15)

. N YR AY .2
° 1+e’“p=e‘12(e“2 +e “2)=2cosfe“2

>

gde je 2005% >0, tj. |1 +e| =2cos 4,
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14

o 1-¢¥= eﬁ%(ei% —e""Z) 21 sin (’;e 2 =2sin %ei(%+%),
gde je sin%7 >0 za g € [O,g] (odnosno ¢ € [0,7]), te je u tom slucaju
|1 —eﬁ‘/’i =2sin%, aza g € —g,O) (odnosno ¢ € (-n,0)) je sin% <0, te je
u tom slucaju (koristimo sin(—a) = —sina)

1—¢' =2sin= e“(2 $) = _2sin(-£ gl(z $) -
= ZSiII(—f)eﬁ(%*—%)e‘_]’"r = Zsin(—f)eﬁ(_%*'% ,
2 2
pri demu je 2sin (—g) >0i l] _eiw| = 2sin(_§).
& ako je u kompleksnoj ravni tacka t sredina duzi zw, tada iz 7t = ™, odnosno
t—z=w—tsledi da je

1
t= E(z+w). (8.16)

Primer 8.1 Oznacimo kompleksne brojeve 7 = =2 +2i, w = 3¢7 ju=V3-i.
s Koriséenjem formula (8.2) dobijamo
z=2\/§ei‘%ﬂ, w=-31, u=2e5,
% Re(z)=-2, Re(w)=0, Re()= V3,
Im(z)=2, Imw)=-3, Im(u)=-1
T=-2-2i=2V2e7 7, Ww=3i=3¢%, = V3+i=2e5

3
|z|=2\/§, w =9, |ul=2, argzzZﬂ, arng—g, arguz—%r.

Z+w=-2—1, z-w=-2+5i, z+u=V3-2+i, z-u=-2-V3+3i
w = 6+6i, zu:2—2\/§+ﬁ(2\/§—2),
2 2.z 1+V3 3-1,

1.

¥ ¥ F %

Z= +
w 3 37 2 2
. x . 30097 (7522704 & iz .
s 72006 _ 93009, _ 2300912099 _ 53009 ,i(7522m+5) _ 93009515 _ p3009;

W2006 — 32006]-14-501+2 — 32006]-12 — _32006 — 32006€M.

s Koriséenjem formule (8.7) za korenovanje na Ojlerov oblik kompleksnog broja
dobijamo

\/2‘/_6

€{-3,-2,-1,0, 1,2}} =

{ 26 (5+%)
Z{\/_e 2e” \/_e i3 \/_es \/_g > %eﬂ%’!}’

Iw = 3e—ﬁ%={</§eﬁ(‘%+k7") ke{—l,0,1,2}}:
{%e‘ﬁ%, %e‘ig, %eﬁ%, %e"‘%ﬂ},
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V= V2§ = { V3 | e 0,11} = V2o, VR E .

% Primenom tehnike (8.15) dobijamo npr.

i o N2(N2 V2
l+e™2=2cos—e "4 =2—|——-1—|=1-1
+e cos ze > ( > > ] i,
et mosin Tt oo Y22 V2
4 212 2
% Koris¢enjem formule (8.14) dobijamo npr.
220 1rx
u=argu—argz=———-.
Z g 2z 12

% Nekajez=1-21, w=-2—1, u=-5+7i.

© Ako je tacka s, € C dobijena translacijom’ tacke z u kopleksnoj ravni za
vektor wi, tada je s; = 7+ (u—w) = =3+ 8i.

© Ako je tacka s, € C dobijena kao projekcija* tacke z na realnu osu, a tacka
s; € C kao projekcija tacke z na imaginarnu osu, tada je s, = Re(z) =11
si=1Im(z) = —

o Ako je tacka s € C dobijena osnom simetrijom?® tacke z u odnosu na realnu
osu, a tacka sy € C osnom simetrijom tacke z u odnosu na imaginarnu osu,
tada je s, =7=1+21is53=—Re(z)+1lm((z) = -1-2i.

o Ako je tacka so € C dobijena centralnom simetrijom® tacke z u u odnosu
na koordinatni pocetak, a tacka s,, € C centralnom simetrijom tacke z u
odnosuw, tada je so = —z=—1+2i1i s, =2w—z = =5 (sledi iz 7% = Ws,).

o Ako je tacka sy, € C dobijena rotacijom’ tacke z oko koordinatnog pocetka
za ugao =%, a tacka sy, € C rotacijom tacke z oko tacke w za ugao —%,
tada primenom (8.4) i (8.4) dobijamo da je

- 1 .V3) 1 V3
_ iz _ ) T s - _ _ _
Sro =2€ 3 —Z(z 11—2 ] ) \/g ]1(1 + ) }
1 .v@] v§—7+3x6—1
= 1

er=w+(z—w)ei§=w+(z—w)(§—n— 5 > y

2

Primer 8.2 Za kompleksne brojeve z =3+91, w=-3+iiu=-4 V3+ 1'1(5 +3 ‘/3)
primenom formule (8.14) dobijamo da je

3Translacija za vektor @ je funkcija f tj. geometrijska transformacija prostora (ili ravni) koja svaku talku

T prostora (ravni) preslika u tacku 7’ = f(T') sa osobinom TT = atj. O—T; =0T +a.

4Projekcija na pravu p je funkcija f tj. geometrijska transformacija prostora (ili ravni) koja svaku tatku
T prostora (ravni) preslika u taku 7’ = f(T') sa osobinomda 7’ € pi TT’ Lp.

5Qsna simetrija u odnosu na pravu p je funkcija f tj. geometrijska transformacija prostora (ili ravni)
koja svaku tacku T prostora (ravni) preslika u tatku 7’ = f(T) sa osobinom da je TT' Np ={S}, TT'Lp i
TS =ST'.

6Centralna simetrija u odnosu na ta¢ku C je funkcija f tj. geometrijska transformacija prostora (ili ravni)
koja svaku ta¢ku T prostora (ravni) preslika u tacku 7 = f(T) sa osobinom da je TC = CT’.

7Rotacija u ravni oko tatke C za orijentisani ugao « je funkcija f tj. geometrijska transformacija ravni
koja svaku tacku T ravni preslika u tatku 77 = f(T) sa osobinom da je S TCT’ = a.
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Szwu = arg(u—w)—arg(z—w) = arg(3—4\/§+ﬁ(4+3 \/g))—arg(6+8ﬁ) =

= m+arctg +3\/g—arctg‘—l,
3-443 3
odnosno
<IZW“:argu_W=flrg3_4\/§+I.l(4.H3M/§):arg(l"'ﬁﬁ):: v
=W 6+ 8i 2 2 3

Zadatak 8.1 Prevesti u trigonometrijski, odnosno eksponencijalni (Ojlerov), odnosno
algebarski oblik kompleksne brojeve 1 +1, V3 -1, €7, 3¢'3, 5, —2i, 1 —cosa +isina.

w ReSenje:
2 2 . x
(@) 1+i= \5(% +ﬁ§)= \/E(cos%ﬂisin;—r): V2e'i.

) V=i =2 B i3] =2(oos(-E) isin(-E)) =267

(c) e =cosm+isinr=—1+0i=—1.

(d) 3¢'% =3(cosg+ﬁsing)=3(0+ﬁ)=3ﬁ.

(e) 5=5(1+0i)=5(cos0+1isin0) = 5¢°.

) —211=2(0—]1)=2(cos(—’—2r)+ﬁsin(—g))=2e—ﬂ%".

(g) 1-cosa+isina = 251n2%+ﬁ251n%cos% =

-asn o525
= SlIl2 COS ) ) 1S1n ) ) . m

Zadatak 8.2 Izracunati u algebarskom obliku
(a) V—8+i8,
6
(b) one vrednosti \|— V2 koje se nalaze u trecem kvadrantu, gde je V2 realni koren
od2, a \6/ -2 Jje kompleksni 6-ti koren od — V2.
() V=T+124,

w Resenje: Da bi mogli primeniti formule (8.7) za korenovanje, potkoreni broj najpre
zapisujemo u Ojlerovom obliku.

3 s I LY e 74
(a) V-8+i8= \lgﬁeﬂ%:{zfﬁeﬂ(ﬂ%) ke{—l,O,l}}:
:{Z%e_ﬁ%,Z%ei%,Z%eﬂ%}'
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(b

(c

)

~

Vrednosti z; € V=8 + 18 moemo dobiti i primenom formula (8.8):
20 —2\/_6 4 —2\/_(cosz+nsm ) 2\/_(£+ i) \3/_+ \/_

. rr 11 11
=2\6/§e“16“ —2\/_67= \/_(cos—ﬂﬂ'lsin—ﬂ),

12 12
t.
i 2 1 3 3+1 3-1
21 =z<)e"27 :(%+ﬁ%)(——+ﬁ£]: ——\/_3 +ﬁ—\/_3 ,
27T TR T
z-1=2 V2eife % = 2o i W 2\6/§(cos%—n51n %)

{.
1o (Vg ) G B

[1] - Vazi cos(—a) = cosa i sin(a) = —sina.

Usvoji¢emo najpre slede¢i dogovor o kvadrantima kompleksne ravni: prvi kvad-
rant je deo ravni izmedu pozitivnih delova realne i imaginarne ose ukljucujuéi
pozitivni deo realne ose, drugi kvadrant je deo ravni izmedu pozitivnog dela
imaginarne ose i negativnog dela realne ose ukljucujuéi pozitivni deo imaginarne
ose, tre¢i kvadrant je deo ravni izmedu negativnih delova realne i imaginarne
ose ukljucujuéi negativni deo realne ose, Cetvrti kvadrant je deo ravni izmedu
negativnog dela imaginarne ose i pozitivnog dela realne ose ukljucujuéi negativni
deo imaginarne ose. Analiti¢ki kvadrante opisujemo na sledeci nacin:

Or={x+iy| x>0 A y=0}= {re“¢|¢e[0,2)},
On={x+iy| x<0 A y>0}= {“’““’|90€[§ )}
Q111={X+ﬁy|x<0/\y§0}:{reﬁ‘ﬁ|¢€[ﬂ,37ﬂ)}’
O ={x+iy| x>0 A y<0}= {ren‘l’|¢€[3ﬂ' 2ﬂ)}.

Naci ¢emo sve vrednosti korena, a zatim ¢emo iz tog skupa izdvojiti one koji
leZe u Q[[].

6 6 6 . T+2KT -

V-vi- YV = Voo = R385 ke 0,1,2.3.4,5).

Sada izdvajamo ona reSenja koja leZe u tre¢em kvadrantu, a to su ona reSenja ¢iji
je argument iz intervala [7r, 37”)

A<M o 6r<k+Da<9n o J<k<4 o k=3,
. . . . . .. , . 12/~ Imy
pa imamo samo jedno reSenje koje leZi u treCem kvadrantu, a to je z3 = V2est,

Ako postupimo kao pod (a) i (b), dobijamo
P . arct, _24)n
2 = V=T +124 = 250 ete(-7)+) {Seﬂg(/)

ke {—1,0}}.
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Ugao arctg (—27—4) moZemo odrediti samo pribliZno.

Specijalno, u sluc¢aju 2-og korena, moZemo postupiti i na slede¢i nacin. Kako su
u polju kompleksnih brojeva korenovanje i stepenovanje u istoj osnovi uzajamno
inverzne transformacije (vidi definiciju korena - jednakost(8.6)), to kvadriranjem
jednacine V-7 +124 = u = x+1iy dobijamo ekvivalentnu kompleksnu jednacinu:

~T+Ai=x -y 4201 o (FP-)P+7)+i(2xy-24)=0,
a poslednja kompleksna jednacina sa dve realne nepoznate x i y je ekvivalentna
(dva kompleksna broja su jednaka ako i samo ako su im jednaki i realni i imagi-
narni delovi) sa slede¢im sistemom od dve realne jednacine sa dve realne nepoz-
nate:

K =y*+7=0 A 2xy=24.

12
Iz druge jednacine sledi da je x # 01y = —, pa uvrStavajuci ovako izraZzeno y u
X

prvu jednacinu dobijamo:

144 2
P-—+7=0 © (x2) +7x%-144=0 o
X
—7+ V49+576
x2=+={—16,9} & (x2=—16/\x2=9) &

o ¥=9 o (x=3Vx=-3).

vy . . 12 . _ .
Uvrstavajuéi ove vrednosti promenljive x u y = — dobijamo reSenja gornjeg
sistema realnih jednacina R = {(3,4),(—3,—4)}, te su reSenja polazne komplek-
sne jednacine z; = 3 +41 i zp = -3 —41. Dakle, izraCunavanje 2-og korena smo
sveli na reSavanje sistema od dve realne kvadratne jednacine sa dve nepoznatets

Zadatak 8.3 Navesti geometrijsku interpretaciju sledecih funkcija fi, : C — C, i ispi-
tati njihovu injektivnost i sirjektivnost:

f1(@) =Re(2), fs@=4-2z,

Hh@= fl_fm(z), fo(2) =2z,

£ = %ﬁz, f10(2) = 2(~1),
—-1+1V3

Ja (@) =—z, fu(z):z-%\/_,

5 =1, fi2(2) = %-(1 +1),

fo@) =2, fis@ =1+ (@-De'”,

F@)=z-3+1, fia(@) =7 %

= ReSenje: Koriste¢i napomene o geometrijskim interpretacijama osnovnih pojmova i
racunskih operacija u skupu C (vidi strane 121 i 122), dobijamo interpretacije funkcija
fx kao geometrijskih transformacija kompleksne ravni.

80vaj postupak je u opstem sluéaju neprimenljiv za koren u osnovi n > 2 jer se dobijaju realne jednacine
n-tog stepena koje su najcesce suvise teSke za reSavanje.
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Funkcija fi je projekcija na realnu osu, f> je projekcija na imaginarnu osu, a iz
zZ- -z (8.13
@)= ip it ( = )Re (z) sledi da je f3 = fi takode projekcija na realnu osu
(vidi slike 1 i 2). Projekcija na pravu nije ni injektivna ni sirjektivna funkcija komplek-
sne ravni (npr. funkcijom f] se obe tacke 1+1 1 1+2i preslikaju u istu tacku 1, i nijedna
tacka se ne preslikava u tacku 1 +1).

Slika 1 Slika 2

Za z = x+ iy dobijamo da je fi(x+1y) = —(x+1iy) = —x —1y (vektor 0z se preslika
u suprotni vektor 0-(?5), fs(x+1y) = x—1y (tacka x — iy je osnosimetri¢na tacki x + iy
u odnosu na Re-osu), fg(x+1y) = —(x —1iy) = —x+1y (tacka —x + iy je osnosimetri¢na
tacki x + iy u odnosu na Jm-osu), tako da je (vidi slike 4, 51 6) f4 centralna simetrija
u odnosu na koordinatni pocetak, f5 je osna simetrija u odnosu na Re-osu, a fs je osna
simetrija u odnosu na 7 m-osu. I centralna i osna simetrija su bijektivne transformacije.

Slika 4 Slika 5 Slika 6

Funkcija f7(2) = z+ (=3 +1) je translacija za vektor poloZaja tacke —3 +1, a trans-
lacija je bijektivna transformacija (vidi sliku 7). Funkciju f3(z) = (—z) + 4 moZemo
predstaviti kao kompoziciju fg = gg o hg centralne simetrije hg (w) = —w 1 translacije
gs(w) = w+4 (vidi sliku 8). Kompozicija bijektivnih funkcija gg i hg je bijektivna
funkcija f3. Primetimo da iz fg(z) =4—-z=(z—4)(-1) =(z— 4)ei™ i formule (8.4) sledi

Im da fg moZemo intefetirati i kao rotaciju oko tacke 4 za ugao , ili kao centralnu si-
metriju u odnosy,gaftacky 4 (vidi sliku 8). Funkcija fo (z) = 2z je preslikava vektor 0z
" polozaja tagke zZu velgt%)()(—Zzﬁ polozaja tacke 2z koji je istog pravca i smera kao 6%, ali
dva puta duzi (vidi dliku 9). Ova geometrijska transformacija se naziva homotetija sa
fitrom u tacki O TkoeficjemtomAtomotetije 2, i oznacava se sa hp 2.
b o2p

Z
f1(z1)

f1(z)

Ze——fa(z1)

Im Im Im
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Slika 7 Slika 8 Slika 9

Iz (8.3) i (8.4) sledi da je fig(z) = z(-1) = ze i3 rotacija oko koordinatnog pocetka
~1+iV3
— =
2?”’ fi2(@) = % c(1+1) =z-eiF je rotacija oko 0 za ugao 7, a fi3(z) = 1 +(z— el

0 za ugao -7 (vidi sliku 10), f11(z) = z- z~ei27” je rotacija oko 0 za ugao

je rotacija oko 1 za ugao 7. Kao kod f3, zakljuCujemo da je funkcija fi4(z) = Zeﬁ%ﬂ

kompozicija osne simetrije u odnosu na realnu osu, i rotacije oko 0 za ugao 37”

.
-z
—_— . 3r be
uoCimo takode da iz fi4 (x+1y) = x+1iye' 2 = (x—1y)e "2 = (x —1y)(-1) = —y—1ix sledi
da f14 moZemo interpretirati i kao osnu simetriju u odnosu na pravu y = —x tj. pravu
Im = —Re (vidi sliku 14).

Slika 10 Slika 14
Im m m -
< fo(z1)
EA fo(23)
f7(0):—3+1'1\ £a (2 N fo(22) , ’\ ) /fg(Zﬂ
TO\=2T Zs T
S —z Re \ * / e \-\ Re
f7(2)
f- 7
7(21-.)\;\\022 23 2
1
fo(22)

Zadatak 8.4 Navesti geometrijsku interpretaciju sledec¢ih skupova A; C C:

Im
T f14(22)
o
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A ={zeC| Im() = -Re ()}, {ze(CI(z 1+1)* = 2+2i),
Ay ={zeC| Re(z) 2 5}, ={zeC| zzl =4},
Az ={zeC| Imz=5)}, ={zeC| zz=1},
Ay={zeC| z=7}, ={zeC| 2zl =7},
As={zeC|z=-7), { EC|—<argz<§/\|z|<1}
As={zeC| z=1zl}, Aig={zeC| argz=argz},
Ar={zeC|-11"=16}, Ao ={zeC | argz = arg(-2)},
Ag={zeC| |z-1-2| <2}, Ay =1{z€C | argz = —argz},
:{ze(C||z|4 |]1|} Ay = { e(CIargz—argz}
A={zeCl k" =1}, Ay ={(z€C| lz+1] = |z-2il},
An={zeC| 2 =¢"}, Ay ={z€C| [z+2/+|z-2|=6}.
Ap={zeC| -1*=1},

w ReSenje: Pri ispitivanju da li kompleksni broj z pripada ili ne skupu A;, po potrebi
posmatrajmo kompleksni broj z u obliku z = x + iy ili u obliku z = re¥.

1. z=x+iyeA; & y=-x,
A1 je prava - simetrala 2-og i 4-og kvadranta (vidi sliku 1).
2. z=x+1y€eAr, & x2=5,

A3 je ,,desna” poluravan u odnosu na pravu x = 5 koja je paralelna sa x-osom
(vidi sliku 2).

3. z=x+iy€eA3 & y=35,

Az je prava y = 5 koja je paralelna sa y-osom (vidi sliku 3).

Slika 1 Slika 2 Slika 3

4. z=x+1y€Ay & x+iy=x-1y & y=-y & y=0,
Ay je Re-osa.
5.z=x+1y€Ay © x+ily=—x+iy & x=—x & x=0,

As je Tm-osa.
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10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

.z=refecdy o re¥=r=e

10 o (r=0vV IkeZ,p=2kn),

Ag je pozitivni deo Re-ose (ukljucujudi i tacku 0).

. Kako je [z—1| =2 0, primenom realnog VA dobijamo da je

1€d; o |-1'=16 o [-1=316=2 o ‘1_z>'=2,

tj. z € A7 ako i samo ako je rastojanje tacke z od tacke 1 jednako 2. Stoga je (vidi
sliku 7) skup A7 kruznica K(1,2) sa centrom u 1 poluprecnika 2.

Iz jz—-1-2|=z—(2+1)| sledi da je

€Ay & |-Q2+i)l<2 o '(2+ﬁ)2}s2,

tj. z € Ag ako i samo ako je rastojanje tacke z od tacke 2 +1 manje ili jednako sa 2.
Stoga je (vidi sliku 8) skup Ag krug K (2 +1,2) sa centrom u 2 + i poluprecnika
2.

. Kako je [1] = 1, na isti na¢in kao kod A7 dobijamo da je

z€Ay & |z-0/=1,

te je Ag kruznica K(0, 1) sa centrom u 0 poluprec¢nika 1.

Kako je |z|4 nenegativan realan broj, sledi da je Ajg = 0.

Iz 2 =e" & 7= Ve i geometrijske interpretacije korenovanja (vidi stranu

124), sledi da je A|; skup temena pravilnog (jednakostrani¢nog) petougla upi-
sanog u kruZnicu sa centrom (tj. teZiStem petougla) u tacki O i poluprecnika

: |e"‘” | =1.

Kao i kod skupa Ay, iz (z—l)4 =1 o z-1= VT sledi da tacke w = z—1
¢ine temena kvadrata upisanog u kruznicu K(0, 1), a tacke z = w + 1 skupa Ay,
s obzirom na geometrijsku interpretaciju sabiranja (vidi funkciju f; u zadatku

8.3), ¢ine temena kvadrata upisanog u kruznicu K(1, 1) (dobijaju se translacijom
taCaka w za vektor koji odgovara tacki 1).

Na isti nacin kao i kod skupova Aj; i Ay, iz

(-1+1) =2+2i & z-(1-1)= V2+2i

sledi da tacke skupa A3 ¢ine temena jednakostrani¢nog trougla upisanog u kruz-
nicu K(1-1,2) (gde je 2 = V]2 + 2i).

Zaz= peﬁ“’, iz

=4 o pPf=4e0 o (p2 =4 AN TFkeZ,p= 2k7r) =

& (p=2A3keZeo=2kn) & z=20=2

sledi da je A4 = {2}.

12 2 %27 L2 € R sledi A5 = 0,

Zaz=pe¥, iz

Az =z (g) pPe¥ =pe ¥ o (p2 =p AJdkeZ,p= —(,0+2k7r) o
o (pef{0,1} A ke Z,p=kn)

sledi da je Ajg = {—1,0,1}.
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17. Neka je By7 = {ze(C | 3 <argz< g} iC17={z€C| |zl <1}, pri Cemu je tada

A7 = B17NCy7. Kao za skup Ag zakljucujemo da je C17 krug K (0,1). Vektori
koji odgovaraju kompleksnim brojevima z € By7 zaklapaju sa pozitivnim delom
Re-ose ugao ¢ = argz € [%T, ’%] (vidi geometrijsku interpretaciju argumenta na
strani 122), te kompleksni brojevi z € By7 leZe ,,izmedu” poluprave pz koja is-
hodi iz koordinatnog pocetka i zaklapa sa pozitivnim delom Re-ose ugao %, i
poluprave Pz koja ishodi iz koordinatnog pocetka i zaklapa sa pozitivnim delom
Re-ose ugao 5 - tj. pozitivnog dela 7m-ose. Stoga je A17 = Bj7 N Cy7 iseCak iz
kruga K (0, 1) - oblast prikazana na slici 17.

Slika 7 Slika 8 Slika 17

18.

19.

20.
21.

.

Re

Za skup Ajg imamo da 0 ¢ A;g jer se argz ne definiSe za z = 0. Isto vazii za
skupove A9, Axg 1 Api. Zaz =pef“p e C\ {0}, iz

8.1

argz = argz (@) GFkeZ,p=-p+2kn Ap#0) ©

& (AkeZ,p=kn Ap#0) & ((zzpe""o % Z=pe*i”) /\p;EO) o
o (z=pVz=-p)Apz0) o o zeR\{0}

sledi da je A;g realna osa bez tacke 0.

Za z = pel? € C\ {0}, iz

argz = arg(—2) (g) (90: arg((—l)-pe‘ﬁ“’) Ap# 0) S

(«p = arg(e“"”'pe“"‘”) Ap# 0) & ((,0 = arg(pe‘i‘(‘”+”)) Ap# O) e
GFkeZ,p=—p—n+2kn AN p#0) &
GkeZ,p=—p+Rk—1r A p#0) &

(KeZy=kn-3 Ap#0) o

((zzpei%szpe_i%)/\p;tO) =
(z=pit Vz=—=pi) Ap#0) & zel{ai]acR}\{0}

tgs 0000

sledi da je A9 imaginarna osa bez tacke 0.
Iz (8.1) sledi da je Ayg = C\ {0}.
Za z = pel? € C\ {0}, iz
8.5
argz = arg’ & (FkeZ,p=20+2kn A p£0) &
& (HkeZeo=-2dnnpz0) & (c=pAp#0) o
e (@=php#0) & 2z€(0,0)
sledi da je Ay

Re
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22. Kako je |z+ 1| = |z—(—1)| duZina vektora (——1—)_1) tj. rastojanje tacke z od tacke
—1, a|z—21] je rastojanje tacke z od tacke 2i, sledi da je Az skup onih tacaka u
kompleksnoj ravni koje su jednako udaljene od tacaka —1 i 21, a to je simetrala
duzi odredene krajnjim tackama —1 i 21 (vidi sliku 22).

23. Kako je |z+2| = |z—(-2)| rastojanje tacke z od tacke —2, a |[z—2| je rastojanje
tacke z od tacke 2, sledi da je Apy skup onih tacaka u kompleksnoj ravni za koje
zbir rastojanja od tacaka —2 i 2 iznosi 6, a to je po definiciji elipsa sa Zizama —2
i2 (vidi sliku 23).

Slika 22 Slika 23

Zadatak 8.5 Dokazati da je sve x € R vaZe jednakosti
Sx

[1] cosx+3cos(2x)+3cos(3x)+cos(4x) = 23 cos® g cos >

5
[2]  sinax+3sin(2x) + 3sin (3x) + sin (4x) = 23 cos> g sin jx

w Refenje: Oznacimo redom sa A i B izraze na levim stranama [1] i [2]. Od parova
oblika cosa i sin@ moZemo formirati kompleksne brojeve cosa + isine napisane u
trigonometrijskom obliku, a zatim te brojeve moZemo napisati u Ojlerovom obliku, te
tako dobijamo

A+1B = (cosx+1isinx)+3(cos2x+1sin2x)+3(cos3x+1sin3x)+ (cos4dx +1sindx) =
— M +3e2xn +383xn +e4xn.
n

Izvladedi e*! ispred zagrade, i primenom binomne formule (a + b)" = Z (Z)a"*kbk za
k=0

n=3,a=1ib=e", dobijamo
. . . . . \3
A+iB=¢" (1 + 36 4 321 +e3x“) =M (1 +ex“) .

Dalje, primenom (8.15) dobijamo

. S Xif _X- x:\\3 s 3xs g xs _x:\3 (8.15) . 3x: x\3
A+nB=e”(62“<e 2“+62“)) =e”62“(62“+e 2‘1) = ex“eZH(Zcosz) =

Sx- X S5x . . 5x X
=62“23cos3§=(cos—+nsm7)23cos3§=

3 3

x 5x . x . 5x
=23 cos’ = cos = +12° cos® = sin —.
Im 2 2
Kako su dva kompldksna broja jednaka ako i samo ako su im jednaki realni i imagi-
narni delovi, izjednaCavanjem realnih i imaginarnih delova pocetnog i krajnjeg izraza

dobijamo jednakosti|[1] Ai [2]. vl
23

Re 2 2
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Zadatak 8.6 Dokazati da za sve x,p € R i svako n € N vaZi

n

D (Z ) sin (x + 2k) = 2" cos” @sin (x + 1¢o).
k=0

w ReSenje: Postupi¢emo slicno kao u prethodnom zadatku, ali u tu svrhu moramo

,»-vestacki uvesti u igru” i izraz Z (Z)ﬁsin (x+ 2k¢). Tako dobijamo

k=0
[ Z (Z)COS(X+2’<SD)]+H(;:(Z)Sin(X+2k¢p)]: n
0( )(Cos (x+ 2ke) + isin (x + 2kyp)) = % (Z)ei(x-;.yap) _ ; (Z)e“e“z’“/’ )

Z( ) i2kp _ eixi (Z) ln—k(eiﬂ(p)k [é] eﬁx(l + eiZ(p)” (825) eix(eitp(zcos (,0))” —
k=0

= e”e""“’Z" cos” @ = e T2 cos" o = 2" cos” p(cos (x + ne) + sin (x + ng)) =
=2"cos" pcos (x + ny) + 12" cos” gsin (x + ny).
[1] - Primenom binomnog obrasca.

Izjednacavanjem imaginarnih delova pocetnog i krajnjeg izraza sledi tvrdenje. vl

Zadatak 8.7 Dokazati da za svako x € R i svako n € N vazi

Z( 1441 - cos? (kx) = _1 sin((2n + 1)x)sm(2nx)

cosx
2n
= ResSenje: Oznacimo S, = Z (—I)I‘Jrl -cos? (kx). Primeni¢emo sli¢nu tehniku kao u
prethodna dva zadatka. Najprkezllloéimo daje
S, = Z( DL cos? (kx) U i _pye —1 008 (2kx)
k=

2n
211 Z( 1)"“+Z( 141 cos (2kx) | = kZ_:‘(—l)k“'cos(ka).

2n

Posmatrajmo sada izraz Z 1kt

-sin(2kx). Postupajudi sli¢no kao u pret-

hodna dva zadatka dobijamo
2n

S, +nS,,=—Z( 1Y*1. (cos (2kx) + isin (2kx)) = = Z( [y g2k =

2 2 -1 _ (2"
— _% an(ebcﬂ)k — _%eZXi an(eri)k_l — _%ebdl ”Z: (eZXi)k — _%e2xﬂ ! n (_ee;(z —

k=1 k=1 k=0
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e

2nxi ( e

. ~Onxi _ 2nxi L omi
_ _lezxﬁﬂ _ _leril e ) _ le(2n+l)xiu (8.15)
2 1-— eri 2 exil (e—xil + exil) 2 exi + e—xil
1 - 21sin (2 1 in(2
= Lanena288m@n0) 1ot 1) +isin(@n + D)1 )
2cosx 2
1 ( sin((2n+ 1)x)sin (2nx) L ;08 ((2n+ Dx)sin (an))
= -] - ]1 9

)

OS X

COS Xx COS x

1 sin((2n + Dx)sin (2
odakle sledi da je S, = —Esm(( n+ Dxjsin2nx)

v

, Sto je i trebalo dokazati.

COosx

[1] - Primenom adicione formule cos?x = HLSQX)

2
2n
[2] - Vazi Z (—1)’“rl = 0 jer se u sumi nalazi n sabiraka 1 i n sabiraka —1.
k=1
L 1— qm+l
[3] - Primenom formule za zbir prvih m ¢lanova geometrijskog niza qk =T sa
-q
k=0
prvim &lanom 1 i koeficijentom progresije ¢, zam =2n—11 g = €21, vl
Zadatak 8.8 Izracunati zbir i proizvod svih korena jednacine 227 —1 = 0 u polju
kompleksnih brojeva.
w Resenje: ReSenja jednacine su
2007 - 2
= V1=e20, k=0,1,..,2006,
te je
o 12007
2006 2006 12007 - .
ﬁﬂ"m(e ) beiny 1-1
Zk = Z e 2007 = = = = 0,
=0 =0 e'2007 — 1 e'2007 — 1 et2007 — 1
2006 2006 g 2006
. 2k iyger X 2k . 200 :
%= nenﬁ — o D07 5 T2 i 29004012 _ i2006m _ |
k=0 k=0
m 1— qurl
[1] - Primenom formule za zbir prvih m ¢lanova geometrijskog niza qu = sa
k=0 —4q
2 2n
prvim ¢lanom 1 i koeficijentom progresije ¢, za m = 2006 i g = e" 2007 .
. . . - . . . +1
[2] - Primenom formule za zbir prvih m ¢lanova aritmetickog niza Z ay = (ag + ap).
k=0 vl

Zadatak 8.9 NekajeS,={z€C|7"=1}zan€eN, inekaje S = US”' Dokazati da
neN
je (S,-) komutativna grupa.

w ReSenje: Kako je
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=1 o z=V1 o ze{eﬁz»k%|keZ},

sledi da je
+ 2k
S ={e’1 n | neN, kEZ}.
]_12k17r ]_12k27r
Stoga je (S,-) grupoid, jer zasve e " ,e ™ €8 vazi
L2kym . 2kom . 2kynyn+2kyny . 2(kyny+kony)m
en ny en n :el1 nyny =e nyny eSS []

(erzany,ny e Niky,kyp € Z vazi niny € Nikyny + kony € Z). Asocijativnost i komuta-
: 2-0-
1

tivnost se ,,nasleduju” iz (C, -), neutralni element je oCigledno 1 = ¢ 1 €S, a inverzni

element za ¢l 1" € § je i e (GerzaneNikeZ vazi -k € Z, tj. et €S, i
pri tome je A L S S). Dakle, (S,-) je komutativna grupa, tj. podgrupa
grupe (C,). vl

I= Grupa (S,-) je izomorfna sa grupom (Q, +). Naime, lako se pokazuje (vidi jed-

ok
nakost [+]) da je preslikavanje e“% > — izomorfizam iz (S,-) u (Q, +).
n

O resavanju kompleksnih jednacina

Posmatrajmo jedna¢inu®

J: f(@=0 (8.17)
po nepoznatoj z € C. Regiti jednacinu (8.17) znaci odrediti skup R; € C za koji vazi
da z € R; ako i samo ako je jednakost f(z) = 0 tatna. Da bi jednakost (8.17) mogla
biti tatna za broj z, jednac¢ina mora biti definisana za z. Stoga je uvek poZeljno da
pre reSavanja jednacine jasno uocimo tzv. domen D; resavanja jednacine (8.17), a to
je skup svih z € C za koje je jednacina uopste definisana. Tek nakon toga reSavamo
jednacinu, tj. odredujemo skup reSenja Dy C R;.

Pri reSavanju jednacine (8.17), moZemo primeniti neku od slede¢ih strategija'”.

1. Uvodenjem smene z = x + 1y, x,y € R pokuSavamo jednacinu (8.17) napisati u
obliku

fr (x’y) + Hﬁ (x7y) = 09
i time je svesti na sistem od dve realne jednacine
ey =0 A filx,y)=0, (8.18)

po nepoznatim x,y € R. Ovu smenu ima svrhe uvoditi onda kada umemo resiti
sistem (8.18). U nacelu, to je onda kada u jednacini (8.17) preovladaju operacije
sabiranja, konjugovanja, i slicno.

2. Uvodenjem smene z = pe'?, p € [0, ), ¢ € (-, 7] pokuSavamo jednacinu (8.17)
napisati u obliku

R (p.¢)e 109 = Ry (p, )20,

9Svaka jednadina moZe da se zapiSe u ovakvoj formi.
100 zavisnosti od oblika jednagine procenjujemo kojim metodom najlakie dolazimo do resenja
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i time je svesti na sistem od dve realne jednacine
Ri(p,9)=Ra(p,9) N Ai(p,@) =A2(p, ) +2kn, (8.19)

po nepoznatim p € [0,00), ¢ € (—m,m]. Ovu smenu ima svrhe uvoditi onda kada
umemo resiti sistem (8.19). U nacelu, to je onda kada u jednacini (8.17) preo-
vladaju operacije mnozZenja, delenja, stepenovanja, i slicno.

3. Ako ni jednom ni drugom smenom ne dobijamo Zeljeni rezultat (sistem realnih
jednacina koji umemo resiti), tada se snalazimo u zavisnosti od oblika jednacine.

Zadatak 8.10 U polju kompleksnih brojeva resiti jednacinu
z—1
I 2Re(z-1) —ZIm(Z—_) .
1+1

= ResSenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Neka je
z=x+1y. Tada je

i 1o
J o (x+1'1y)Re(x—1+1'1y)—2]m(x—.ny-—1.1)=_1'1 -
1+1 1-1

o (x+1'1y)(x—1)—2Im(x_y_1+2ﬁ(l_x_y)): o
= x—x+11y(x—1) 21 y+1'1=0 = x2+y—1+1'1(y(x—1)+1)=0 =
& (x2+y 1=0A y(x— 1)+1_) o
= (y—]—x /\( x)(x—1)+1=0) =
S (y—l—x /\x(xz—x 1) O) S

R e SRy
e |y= x=0Vx= Vx=

2 2

S ((x OAy—l)V(x—l+2\/§Ay=—1+2\/§]V

(x 1-5 1+2w/§)).

ANy=-—
3 y

1 5 .1 5 1-v5 1-+5
Dakle, skup resenja jednacine J je R; = {1’1 , + V5 -1 + V3 & -1 \/_}

2 2 72 2
vl

Zadatak 8.11 U polju kompleksnih brojeva resiti jednacinu
2(z-3z 24
J: |z=Si+1]+i-Tm 2G=3D) g 2,
31 3
= ReSenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Neka je
z=x+1y. Tada je
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—4x+8iy —3i 24
J e |a+D)+i(=5)+i-Tm| 220 2 g 2 o
31 =31 3
12xi +24 24
o \/(x+l)2+i(y—5)2+ﬁ~ImM:9——1'1 o
9 3
12 24
& ((x+1)2+(y—5)2:81/\gxﬁz—?ﬁ) &

& (x=-6 A +2x+1+)"=10y+25-81=0) &

& (r=-6A)y"-10y-31=0) & (r=-6Ayp=5+2V14).

Dakle, skup resenja polazne jednacine je R; = {—6 + (5 +2 \/ﬁ)ﬁ, —-6-— (5 -2 \/ﬁ)ﬁ}.
v

Zadatak 8.12 U skupu kompleksnih brojeva resiti po z sistem jednacina

okl JEPA Re(i_)zz.
2+1

2-2

w Re§enje: Posmatran sistem jednacina je definisan za 2 -7 # 0, odnosno z # 2, od-
nosno z # 2. Na domenu reSavanja D = C\ {2}, prva jednacina je ekvivalentna sa
lz—1]
2-7
ekvivalentan sa

+iy 2-i
(|x—l+ﬁy|:|2—x+ﬁy| A Re();fﬁy-z_i):z) o

i (\/(x—1)2+y2= \/(Z—x)2+y2 A Re(%):Z) =N

=1 odnosno |z— 1| =12 —-7Z|, te je uz smenu z = x +1y, x,y € R posmatrani sistem

2x+y

s ((x—1)2+y2=(2—x)2+y2 A =2) &
= ()62—2)64-1+yz=4—4x+xz+y2 A 2x+y=10) =
S 2x=3 A 2x+y=10) & (x:% A y=7).

Dakle, polazna jednacina ima tacno jedno reSenje z = % + 71. vl

Zadatak 8.13 U polju kompleksnih brojeva resiti jednacinu
2i-1
Jio (24 1)(Z+Re(z—1'1)+ — ): 0.
31

Sva reSenja predstaviti u algebarskom obliku.

= Resenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Neka je
z=x+1y. Tada je
2i—1

J & (z3+1=OvZ+Re(z—ﬁ)+ :0) o

3 . 2 .1
e |Z7=-1vV x—ny+x+§+11§=0 =
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( 3
- m+2km 1 1
& |z=é€ 3 ,ke{0,1,2} v x:—g/\ =3 &

3— 2 1
z= Veri v (2x+—:0 A g—yzo)) =
y

. : Sri
z=e3 vz=e" Vz=e3" VvV z=—

I V3
o zeRJ:{§+§ﬁ,—l,

Zadatak 8.14 Resiti po z,w € C sistem jednacina
Ji z4w=6+431 A ii+= =11-4i
i
w Refenje: Domen reSavanja sistema jednacina je ceo skup kompleksnih brojeva,
odnosno, sistem jednacina je definisan za sve (z,w) € C2,
Prvi nagin: Neka je z = x+1yiw =a+1b, gde je x,y,a,b € R. Tada je

Z+WW=6+311 - 7+w=6+31 o x+a+i(y—b)=6+31
1iz+—=11-41 /-1 —Z+w=4+111 —x+a+i(y+b)=4+111
il

X+a=6 x+a=6 x=1

—x+a=4 o 2a =10 o a=>5 o z=1+71
y=-b=3 y=-b=3 b=4 a=5+41 "
y+b=11 2y =14 y=17

Dakle, sistem jednacina ima jedno reSenje, tj. skup reSenja sistema jednacina je skup
Ry ={(1+71,5+41)}.

Drugi nacin: Iz prve jednacine je z = 6 + 31 —w, te ubacivanjem u drugu jednacinu
dobijamo

1643 wio=11-4 o i6+3i-w)to=11-4 o
1 1
o H(6-3i-w+o=11-4i/i o
1
S —6+3i+w+w=4+111 & 2w=10+81/:2 o w=5+41.
UvrStavanjem w = 5 +4i u prvu jednacinu dobijamo
z+5+41=6+31 © z+5-41=6+31 © z=6+31-5+41=1+71.

Dakle, sistem jednacina ima jedno reSenje (1 + 71,5 +41). vl

Zadatak 8.15 Resiti po z € C jednacinu

1+1
J: z4l+2=—2%
1-1

= ResSenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Neka je
z=x+1y. Tada je
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) I+1 141
J & x+iy+\2+y2+2=— —=1 &
1-1 1+1
S22 =
& xt+ 2+ +2+i(y-1)=0 o FTNIHY *2=0

y=1=0
y=1 m y=1
S VZil=-x-2 © x-230A2+1=(—x-22 <
y:1 y:l
< x<-2A4x+3=0 I xS—Z/\xz—%’

te kako poslednji sistem nema reSenja po x,y € R, sledi da je R; = 0.
[1] - Kako se radi o realnom korenu ¢ija je vrednost nenegativna, kvadriranjem jednakosti

Vx2+1 = —x -2 dobijamo ekvivalentnu samo za —x—2 > 0, a za —x—2 < 0 jednacina
Vx2 +1 = —x—2 nema resenja. il

Zadatak 8.16 Resiti po z € C jednacinu
J: #-27+1=0.

= Resenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Neka je
z=x+1y. Tada je

J e (P-y+2in)-2x-i)+1=0 o
= (xz—y2—2x+1)+1'1(2xy+2y)=0 =

< (xz—y2—2x+1=0/\2y(x+1):0) o
& (0=0vx=-DAP-y’-2+1=0) &
o ((r=0AnP-20+1=0)V (x=-1A4-)"=0)) o
2+ VA—4
=1 ((y:O/\X1,2=+T=1)V(x:—1/\yu:iZ)) P
& zeRy={l,-1+2i,-1-2i). u

Zadatak 8.17 Resiti po z € C jednacinu

z 1 1
J: §+E+4(—+:)=2.
Z z Z Z
= ReSenje: Domen resavanja jednacine je D; = C\{0}. Neka je z = x+1iy # 0. Tada je
z 1 1
J & §+E+4(—+:)=2/'ZZ¢0 & Z+7+4E+0=2 o
Z Z Z Z

=3 (x+y1'1)2+(x—yﬁ)2+4(x—y1'1+x+y1'1)=2(x+y1'1)(x—y1'1) S
& FP+2i-y+xP-2xyi-y?+8x-2x2-2y*=0 o

o 8x-4’=0 o x=§y2.

Dakle, skup resenja jednacine je skup R; = {%y2 +y1 | yE R\{O}} svih tacaka, osim
tacke 0, parabole Re (z) = %I m? (z) u kompleksnoj ravni. vl
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Zadatak 8.18 Resiti po z € C sistem jednacina
Z+1+1

Jio [-2if=4 A

z—1-1

w ReSenje: Domen reSavanja sistema jednacina je Dy = C\ {1 +1}. Uvodenjem smene
z=x+1y # 1 +1 u drugu jednacinu dobijamo
z+1+1 lz+1+1]

1 & [z+1+i=z—-1-1 &

=1 =
z—1-1 lz—1-1|
e x+1+iy+ ) =x-1+1(y-1) &
& @+ +o+1)2=(x-1D)?+(y-1 o y=-x
UvrStavanjem z = x+1iy = x—ix u prvu jednacinu dobijamo
r-in? -2 =4 & [2i(P+1)=4 o |2ld+1|=4 o
& 2(x2+l)=4 & P+1=2 o P=1 o x=V1 o
S (x=x1=-1V x=xp=1).
Za x| = —i dobijano z; = x; —ix; = -1 —1, a za x» = 1 dobijano zp = xp —ixp; = 1 +1,
odnosno skup reSenja datog sistema jednacina je Ry = {—1—1,1+1}. vl

Zadatak 8.19 U zavisnosti od realnog parametra a > 0 resiti po z € C jednacinu
Jo: z+alz+1]+1=0.

w Resenje: Za svako a > 0 je domen reSavanja jednacine D;, = C. Neka je z = x +1y.
Tada je

J o xtyitax+l+yil+i=0 o xt+a@+DP+2+ip+D)=0 o
o (x+a\/(x+1)2+y2=0/\y+1:0) &

1
= (y:—l/\x:—a\/(x+l)2+y2) =
o (y:_l/\xzzaz(x2+2x+2)/\x30) S
y

=

= [

-1 A (az—l)x2+2a2x+2a2:0 A xSO) =3

-1 /\xSO/\((a2=1 /\x+1=0)v(a2=0/\ —x2=0)v

—2a% + \f4a* - 8a%(a® - 1)

v (a2¢{0,1} A Xip =

2a2-1)
o)

[1] - Kvadriranjem jednakosti x = —a 4/(x + 2+ y2, pri ¢emu je potkorena veli¢ina nenega-
tivna, a zbog a > 0 mora biti x < 0.

Time dobijamo sledecu diskusiju za reSenja u zavisnosti od vrednosti parametra
a € [0,00).

(1) Zaa=1jey=-1 A x=—1, tj. skup reSenja date jednacine je Ry = {—1 —1}.
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(2) Zaa=0jey=—-1 A x=0, tj. skup reSenja date jednacine je R; = {—i}.
(3) Zaa€(0,1)U(1,00) realna reSenja za promenljivu x imamo samo ako je

4a*-8a*(a>-1)20 o 4 (a®-2(a>-1))20 &
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& 4a2(—a2+2)20 o -d?+220 o 22d o ae[—«/i,«/i],

tako da se, a € (0, 1) U (1, 00), javljaju sledeci podslucajevi:

(3a) zaa> V2 nema realnih re§enja po x, pa ni poetna kompleksna jednacina

nema resenja, tj. RJ =0;
(3b) zaae (0, 1)]6 >01V2 a? > 1, pa sledi da je

(a+ V2—a)>0, x2:1 a (a—VZ—a2)<O,

—a2

X1 =

)

pa posto samo x, zadovoljava uslov x < 0, skup reSenja polazne jednacine

jeRJ:{l a 2(a— \/2—a2)—1’1};

—da

(3¢) za a (1, V2| vazi 1 a
2-a? €0, V2), pa sledi da je

(a+ V2=a) <0, =t (a-v2-a)<0,
a

1-

a
X1 =
1-a?

<0, V2-a?€[0,1),ia+ V2-d’ € [x/i,z)i

pa posto i x; i xp zadovoljava uslov x < 0, skup reSenja polazne jednacine

jeR,:{l_aaz (a+ ﬂ)—ﬁ, ¢ 2(a— ﬂ)—ﬁ}.

—a

vl

Zadatak 8.20 Resiti po z € C jednacinu
J: 7=2.

= ReSenje: Domen resavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva.
Prvi nagin: Neka je z = x+1y. Tada je
J e x—y1'1=(x+y]'1)3 o 0=x3—3xy2—x+1'1(y+3x2y—y3) &
¥ =3x2-x=0 R x(x2—3y2—1):0
y+3x%y-y*=0 y(y2—3x2—1)=0
& ((x:O \Y x2=3y2+1) A (y:O \Y y2=3x2+1)) g
= (x—y—O \% (x—O /\y2—1) (y—O A xzzl)v
(x —3y +1 /\y =3x? +1)
1}
1

=4

=3 (x:y:OV(x:O/\ye{

V(x =32 +1 Ay =9y’ +4
e (x=y=0VvV x=0Aye{-1
o zeRy={0,1,-1,1,-1}.
[1] - Koristeci tautologiju (p V@) A(rV s)) & (pArIV(pAS)V(GAT)V(GAS)).

[2] - Jednatina y? = 9y% +4, odnosno njoj ekvivalentna y> = é nema resenja po y € R.

) ©
)V (y OAxe{-L1}) Vv
) s
)

Viy=0Axe{-11}) &
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Drugi nagin: Neka je z = pe'¥ (za p € [0,00) i ¢ € (=, 7]). Tada je

8.1),8.5 ‘ .

RPA pe ¥ =pt o (p:p3 A JdkeZ, —¢=3<p+2k71) =
((p=0Vp=1)AdmeZ,4¢=2mn) &

(zzO V (pzl A ElmeZ,tng))

=
To.n
(Z—OV( —1/\(,06{—5,0,5,71'})) =

ze Ry ={0,e72,e% 613, ¢} = {0, -4, 1,1, - 1).

¢t ¢ 00

Tre¢i nacin: 1z jednaCine J sledi da je [7] = |z3|, te koriste¢i (8.1) i (8.5) dobijamo
|zl = |z1%, odakle sledi da je |z] = 0 ili |z| = 1.

* U slucaju |z| = 0 dobijamo reSenje z = 0.

* U slucaju |z] = 1, iz osobine (8.12) sledi

1
J o =2 o =1 .1-1,-1). d
Z

Zadatak 8.21 Resiti po z € C jednacinu
J: k=1

= ReSenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Jedno oci-
gledno resenje je z = 0, a ostala reSenja ¢emo dobiti uvodenjem smene z = pe'¢, gde je
p>0i¢e(-n,mnr].

. \4 . JE— . .
J & (pe’“’”) - |pew| =pei* o pte_p=pe?/:p>0 o
& pd¥-l=¢¥ o

(8.15) ¢ ¢

& P =4 =TT 4ol 22cos2 o
(=4

(p —20052 A dkeZ, 4g0——§+2k7r) =

(p= ,3/2cosg ATkeZ, o= 41an e(—n,zr]) o
2k 4k
S |p= w/Zcos—ﬂ/\cp —ﬂ,ke{O_li 2,4+3,+4
9 9
S 2COS£/\ € 0+2—ﬂ +—7T —ﬂ —ﬂ
p= 20053 NgER0ETE T aa

Dakle, skup resenja jednacine je
0,+1,+£2,+3

R;=1{0 {wﬂco
{ 3 ZCos e ¥ 1/2cos— 1/200 ? 771 1/200s—e f‘%ﬂ,
_; 6 .8
cos—e 9 cos—e o, ZCos—e 9 ZCos?e 98, vl

g

+

I+
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Zadatak 8.22 Nekaje A, ={z€C|7"=7},zaneN.
(a) Odrediti eksplicitno elemente skupova A,.

(b) Za konacne skupove A, odrediti zbir s, njihovih elemenata.

= ReSenje:
(a) Skup A, je skup reSenja kompleksne jednacine

J: "=z
¢iji je domen definisanosti ceo skup kompleksnih brojeva. Smenom z = x + iy
bismo dobili komplikovane realne jednacine sa realnim nepoznatim x i y, te uvo-
dimo smenu z = rel¥ gde je r € [0, c0) il ¢ €[0,2r). Sa ovom smenom dobijamo

N pp— . .
J e (re““’) =retv & e =re? o
o (M=r A FkeZ,np=—p+2kr) &
2k

= (re{O,l} A erZ,go:?)
n

2%
o ((r:OVr:l) A ¢=T’Tl,ke{0,1,2,...,n}) o
n

o (z=0 v ze{eﬂ% | ke{0,1,2,...,n}}).
Dakle, A, = {0} U {eﬂi"% | ke o, 1,2,...,n}}. Vidimo da skup A, ima tatno n+2

razliCitih elemenata.

.o n+1
s
—_ 1 .
Z Z" . 2kn Z" 2 \k 1 : (e " ) 1—ei?n
= Z:0+ e n+l = e n+l =1- 5 = 5 =
€A, =0 =0 1—e'n+ 1 —e'ni
1-1
=—=0.

- 21
1 —etntt

(b)

e
N
|

[1] - Primenom formule za zbir prvih n + 1 ¢lanova geometrijske progresije sa koefi-
cijentom progresije ¢ = el # 1 (vidi dodatak A).
I’= Inace, daje s, = 0, mogli smo zakljuciti i geometrijski, jer sabiramo vek-
tore jednakog intenziteta koji su rasporedeni simetri¢no oko koordinatnog po-
Cetka (tacke skupa A, \ {0} Cine temena pravilnog n + 1-ugla). vl

Zadatak 8.23 Resiti po z € C jednacinu
J: o (z+]2])° = 64iz.
w ReSenje: Domen resavanja jednacine je ceo skup kompleksnih brojeva. Neka je

z=re'¥, gde je r € [0,00) i ¢ € (-, 7]. Sa ovom smenom dobijamo (u jednaini figu-
riSu tako rasporedene operacije da ih je lakSe primeniti na kompleksni broj zapisan u

TPy potrebi, tj. ako nam je tako zgodno zbog zapisa refenja, kao §to éemo ovde i videti, moZemo za
domen promenljive ¢, umesto intervala glavne vrednosti argumenta (0,27], uzeti i neki drugi interval duZine
2.
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eksponencijalnom obliku, i pri tome se, nakon razdvajanja modula i argumenta dobija
sistem jednacina po r i ¢ koji je relativno jednostavan)

J & @+R)=64z o (z =re!? A (ref“/’ + |reﬁ4’|)6 = 64ﬁreﬁ‘p) =

. - . < s .
=3 (z =re' A (ref¥+ r)6 = 64¢'2 re‘“") =

o (z =re® A (r(ei®+1))° = 64re"‘(72’r+"")) &
o o6 . ®8.13)
= (z =re"¥ A r6(en%(e‘1% +e‘“%)) = 64re“(2+“’)) =Y
165 (2005 £) = roaci(3+)
& |z=re"¥ A 1ot 2(2005 E) =r64e"\2%¢ =
o (z =re'? A (r =0V r5eﬁ35"640056§ = 64eﬁ(72r+‘0))) &
= (z =re!? A (r =0 Vv r6dcos® ge_ﬂ“’ = 64eﬁ(%+5’)) =
= (z =re' A (r =0 v ot Lo = (i(3+9) =
=3 (zz re' A (r=0 v (rscosﬁg =1 A3JkeZ,3¢= g+(,0+2kﬂ'))) =

. 1
o |z=re A|r=0vV r5=—/\3k€Z,—4tp:E+2kﬂ' <
cos® £ 2

k
A 3kez,¢=—g—§ e(—ﬂ,n]]]] o

6
4
coss 5
i 1 S0 & 3rn Im
& |z=re"” A|r=0V|r=——(— A g€ "2 738’
4
coss 5
1 _.5n 1 _x 1 .31 1 . In
& z€X0, e's, e's, e's, s g, vl
cosg o cosg X cosg 3 cosg Iz
16 16 16 16

Zadatak 8.24 Resiti po z € C jednacine

3 S\N
1 +
Jl: (1 + —) = —1'1, Jz: (2) = 1
Z
w ReSenje:

(J1) Domen reSavanja jednacine je Dy, = C\ {0}. U skupu kompleksnih brojeva,
stepenovanje i korenovanje (za istu osnovu) su ,,uzajamno inverzne operacije”
(vidi definiciju kompleksnog korena), te je

1\’ 1 1
(1+‘) =-i/V o 1+-=V1G o -=VGH-1 o
Z Z Z
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(J2)

3 —m+dkn
{/?:VE_ZH:{e gt kE{O’l’Z}}:
{_Eﬁ . _Slﬁ} {«/i 1., V3 1.}
=)e 6,e2,e 6 =9———=1,1,———— =1,

redom dobijamo reSenja

te uvrStavanjem ovih vrednosti u z = —

—-1-1
1 1 Boi+di Boals
Zl: = . = =
3 . 3 . \3 . _
T\fl—l—%il Bog-hi Bogels 2-V3
=—=+ 1,
2 2(2-v3)
11,
2=77ah
1Jr 1 .
73=—=+———1.
2 2(2+v3)
Domen reSavanja jednacine je Dy, = C\ {i}.

+‘n +1 n - 1
(Q)zl/v o oMo eWike(00,...n-1) &
Z—1 Z—1

o z+i=G-i) et ke(01,...n-1) o

2km - 2k -
o z(l—eT“)z —ﬁ(1+e7“), ke{0.1....n—1).

Broj 1 —ezf*ﬂf‘, ke€{0,1,...,n—1} je jednak nuli samo za k = 0, a u tom slucaju
je poslednja jednacina ekvivalentna sa 0 = —2i, te za k = 0 ne dobijamo reSenje,
azakef{l,2,...,n—1}, deleéi poslednju jednacinu sa 1 — e%i‘ # 0 dobijamo
ekvivalentnu

P enieWig el g
et 2] . e n'+en kel 1
Z=-1- 2k - =-1- = -1 K - R e{ sy ey B }3

l—ent e%ﬁ<g*ﬁli_gkﬁ"ﬁ) eni—ent

pa primenom Ojlerovih formula (8.13) dobijamo
2cos & ko
zr=-1-———=ctg—, ke{l,2,...,n—1}.
—2icos ¢ n
Dakle, brojevi z1,22,...,2,—1 ¢ine skup reSenja date jednacine, pa jednacina ima
n— 1 realnih reSenja. Naime, za k € {1,2,...,n—1} su fzr razliciti uglovi iz inter-
vala (0,7), te su z; = ctg ]%r razliditi realni brojevi.

[1]-Zaz € Dy,, mnoZenjem sa z— i dobijamo ekvivalentnu jednacinu.

[2]-Zake{l,2,....n—1}jeent £0. o

Zadatak 8.25 Odrediti skup reSenja jednacine
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Z
1-1z
po z € C, naci njegovu geometrijsku interpretaciju u kompleksnoj ravni, i odrediti sku-
pove argumenata i modula resenja jednacine.

J:

= Resenje: Domen reSavanja jednacine je Dy = C\ {-i}.
(8.9) e [1 . (8.10)  _ —
I =1 & |fd=[1-izl & zzZ=0-ig)(l-iz) &

8.13
o Z=(-i(+i) © z-7=- ‘& 2iIm@=-i o

1-1z

o Im(z)= ~5-

Znaci, skup reSenja date jednacine u kompleksnoj ravni je prava paralelna realnoj osi

koja seCe imaginarnu osu u tacki —%]’1. Skup argumenata je stoga (—,0), a skup modula

je skup svih realnih brojeva vecih ili jednakih od % jer reSenje jednacine koje ima

najmanji moduo je sama tacka —%1’1 (reSenje koje je ,,najblize” koordinatnom pocetku).
[1] - Na domenu reSavanja jednacine. v}

Zadatak 8.26 Za dato n € N rejiti jednacinu po x € R jednacinu'

n n
7 (1+)—Cﬁ) —(1—511) =0.
n n

. “ .. .- . - X, . .
w ReSenje: Domen reSavanja jednacine je ceo skup R. Kako brojevi 1 + —1 imaju
L .. . X, X X
realan deo veci od nule, njihov argument je arg(l + —11) = arctg (-0_-—) = *arctg —, te
n n n

zapisom brojeva 1 + Yiu Ojlerovom obliku dobijamo
n

2 " 2 !
X . x X s, X
J e |yJl+t-dtEn) — w/1+—2~e“’mgn =0 ©
n n

2" 2\
X . x o
= ( 1+ _2] Dl _[ J1+ - l T — () o
n n
n
x? i-n-arctg = —i-n-arctg £ i-n-arctg £ —i-n-arctg £
=3 1+= -(e En—e gn)zO & e En—e Eh=0 ©
n

(8.13) L. X . X
S 2~11-sm(n~arctg—):0 = s1n(n-arctg—)=0 =
n n

k
=3 n~arctgf=k7r,keZ =3 f:tg—n,keZ =3 x=n~tg—n,k€Z =3
nk n n n

n
o x:n-tg—”,ke{o,l,z,...,n—l}\{—}.
n 2

Dakle, jednacina ima n razliCitih reSenja ako je n neparno, odnosno n — 1 razli¢itih
reSenja ako je n parno.

x2
n2

n
[1]—Oéigledn0je[ 1+—) #0.

120vde se radi o kompleksnoj jednagini sa realnom nepoznatom.
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IZ= Zahvaljujuci geometrijskim interpretacijama racunskih operacija u skupu kom-
pleksnih brojeva, neke geometrijske probleme u ravni moZemo reSavati algebarski u
skupu C. Kao $to ste ve¢ videli, vazi i obratno, tj. pri reSavanju algebarskih zadataka u
C moZemo koristiti geometrijska svojstva kompleksnih brojeva i racunskih operacija.

Zadatak 8.27 Neka je

J: (z-a)= B
Jjednacina po nepoznatoj z € C. Odrediti vrednosti parametara «,8 € C tako da medu
reSenjima jednacine budu i brojevi 0 i 1.

= Resenje: Kako je

reenja jednaine (z—a)* = 8 u kompleksnoj ravni predstavljaju (vidi stranu 124) te-
mena kvadrata 71227324 upisanog u kruZnicu sa centrom (presekom dijagonala) u tacki
a 1 polupre¢nika (‘/ﬁ . Brojevi 01 1 su dva od Cetiri temena takvog kvadrata u jednom
od sledeca tri slucaja.

(1) z1=0, z2=1, zz3=14+1, zz=1 (vidislikul).

L 1 1. . Y io 4 .
U ovom slucaju je @ = 3 + 511 (centar opisane kruZnice), a 8 = re'? ¢emo dobiti

iz uslova

2
[la] \4/|B| == g (poluprec¢nik opisane kruznice),
1 1.1 1.1 1 1 1
[1b] (‘/,E =zi—-a= {_E — 51’1, 3 51'1, 3 + 51'1,—5 + EH} (temena kvadrata).

1
1z uslova [1a] dobijamo r = —, a iz uslova [1/] i formule za korenovanje (8.7)

+2k 3 3
sledi{‘p - l kez}=arg(z,»—a)={%,f,—f,—%},izéegadobijamoda
1 .
je ¢ =m. Dakle, 8= —€"" = ——.
je ¢ =m. Dakle, 5 4e 1
(2) 21=0, z=1, zz=1-1, z4=-1 (vidisliku 2).

1 1 1

Istim postupkom kao u slucaju (1) dobijamo « = 3 51'1 iB= vk

() z21=0, z=%-3%i, =1, z=f+31 (vidisliku3).

1 1
Istim postupkom kao u slu€aju (1) dobijamo a = 3 if= T



Im Slika 1 Im Slika 2 Im Slika 3
A A 2 .
. 1+ ; > Re
1 ;
Ca %1’10~-~-~-~[0::
Lig @
a > Re -1 1-1
1 1
2

Zadatak 8.28 Odrediti temena kvadrata 7172324 ako se teme z; € \2i nalazi se u
prvom kvadrantu, a 73 je reSenje jednacine

J: z(7+1)—-zi+2(z+1)—201 =3 +91.

w ReSenje: Domen reSavanja jednacine J je Dy = C, te uvodeci smenu z = x + 1y
dobijamo
J o +iyT+i)-(x-iy)i+2(x+i(y+1)-3-291=0 &

& 9x—2y-3+i(9y-27)= g;:g:%:o . ;f;

Dakle, z3 = 1 +3i. Kako je
( 7) g3z (82)
V2i = V2elh \/_e ¥ {1+1,-1-1},

pri ¢emu z; leZi u prvom kvadrantu, sledi z; = 1 +i. Neka je zo presek dijagonala
kvadrata
(8.16)
= —(11 +2z3)=1+2i.
Temena 22 1 z4 sada moZemo dobiti npr. rotacijom temena z; oko tacke zg za ’5’ 1 —g:

(8.4) i . . .
24=pgpz @) = na=20+@ —20)e™'2 =1+ 21 + (—1)(+1),

odnosno zp =2+ 211 z4 = 2i.

I’ Naravno, iz Re(z;) = Re(z0) = Re(z3) = 1 sledi da je dijagonala z;z3 kvadrata
paralelna sa y-osom, a tada dijagonala zpz4 mora biti paralelna sa x-osom, odakle sledi

Im(zy) = ITm(zg4) = Im(zp) = 2. S druge strane, iz |zO11| =lz1 —z0|l = |-i| = 1 sledi
|ZO_Z2)| =|z—z0l =11 |Zoz4;| = |z4 —z0| = 1, te tako i bez primene rotacije moZemo dobiti
24=z0%1. vl

Zadatak 8.29 Neka je z1 = 1 teme kvadrata. Ako je centar kruznice opisane oko kvad-
rata reSenje jednacine

J: zB+1)+z(1+1)+(z+1)i =6+61,

izracunati ostala temena kvadrata.

= ReSenje: OznaCimo centar opisane kruznice (presek dijagonala) sa zg. Uvodenjem
smene z = x + 1y dobijamo
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J o +iy)GE+)+x-iy)(1+1)+(1—y+xi)i=6+61 &
3x-6=0 x=2

o 3x-6+i2x+y-5=0 & 2x+y—5=0 =3 y=1"

Dakle, zo = 2 +1i. Sada temena z,, z3 1 z4 moZemo dobiti rotacijom tacke z; oko zg
redom za uglove 7, i 37”, tj. primenom formule (8.4) dobijamo

22 =Pz (z1) =20+ (z1 —20)€2 =2+i+(~1-1)i =3,

23 = Pn(21) = 20+ (21 —20)€™ =2+ 1+ (=1 -1)(=1) = 3+2i,

R (z) =20+ —20)e7 13 =2+1+ (=1 —1)(=i) = 1 +2i. val

Zadatak 8.30 Dati su kompleksni brojevi z; = —1+21 i zp = 2 —1. Izracunati komplek-
sne brojeve 73 i z4 tako da u kompleksnoj ravni brojevi z1 i 7o budu naspramna temena
kvadrata z1z232024.

@l z1+z2 1 1,

= ReSenje: Sredina dijagonale trazenog kvadrata je zop = =5 + 5]1.
I‘ fn Rotacijom oko tacke zo za ugao od —7 se tacka z; se pre-
21 23 slika u tacku z3, te primenom (8.4) dobijamo
S =20+ —z0)e 2t = l+lﬁ+(—§+§ﬁ)(—ﬁ)=2+2ﬁ.
; ) , 202 0\ 2 2)
%0 Re Tacku 24 moZemo tako,q‘e dgbltl primenom rotacije, ili jo$
» jednostavnije na sledeéi nacin:
- l ? W =% = u-0=0-B =
u Z2 = zy=2z—-x=-1-1. .

Zadatak 8.31 Neka je z; = 3 +21 jedno teme kvadrata.

(a) Odrediti preostala temena z, 73 i z4 ako se zna da zp leZi na pozitivnom delu
imaginarne ose, a 73 leZi na realnoj osi.

(b) Napisati jednacinu Cetvrtog stepena Ciji je skup reSenja {z1,z4}.
w ReSenje:

(a) Iz uslovazazyizzimamodajez, =aiizz=bzanekea,beR,a>0.

Tm Neka je zo presek dijagonala traZzenog kvad-

rata. Posto se radi o temenima kvadrata, sledi

=31 dajepzz,% (z1)=z31li Pzy-% (z1) =z3. U prvom
slucaju je

<1 (8.4) .
Po-z@)=3 = B=@-n)k 2" =
b=ai+(B+21—ai)(-1) =
b+a-2+13-a)=0 =
b+a-2=0A3-a=0) =
a=3Ab=-1) >

(=31 A z3=-1).

3= T \2/ 3

L A
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U drugom slucaju dobijamo

(8.4) s . .
Pzz,%(zl)=Z3 = =@ - = b=ai+(B+2i-a)i =
= b-a+2+i1(-3-a)=0 = b-a+2=0A-3-a=0) =
= (a@a=-3Ab=-5) = (p=-5 Azz=-3),

alu u ovom slucaju se z, nalazi na negativnom delu imaginarne ose, tako da ovo
reSenje otpada. Dakle, zp = 31123 = —1.

Tacku z4 moZemo naci na isti nacin kao i tacke 2, i z3, a moZemo i jednostavnije.
Kako je zg sredina duZi zjz3, sledi
2142 B
70 =52 = 1+1,
a s druge strane je

_ 2+
=5 =

20 4=270—22=2—1.

(b) Jednacina Cetvrtog stepena je jednacina koja se dobije kada se polinom cetvrtog
stepena izjednaci sa nulom. Dakle, traZimo polinom Cetvrtog stepena €iji je skup
korena {z1,z4}. Postoje tacno tri reSenja zadatka:

e (z—21)(z—24)° =0, odnosno
2= (912 + (21 + 151)2% — (44— 291)z + (28 — 291) = 0.

e (z—21)*(z—z4)* =0, odnosno
24 = (10 +20)2 + (40 + 121)z% — (78 + 261)z + (63 + 161) = 0.

e (z—21)*(z—2z4) =0, odnosno
2= (114502 + (39 +391)22 - (75 + 11i)z— (28 + 1011) = 0. =

Zadatak 8.32 U kompleksnoj ravni odrediti jednacinu kruznice K i tacku z| tako da
je Im(z)) <0, i da tacke z1, 72 = 23 +1 i z3 = 31 budu temena jednakostranicénog
trougla upisanog u kruZnicu K.

w ReSenje: Kako 7y, 22, 1 z3 treba da budu temena jednakostrani¢nog trougla (Ciji su
uglovi po %), tatku z; ¢emo dobiti rotacijom tacke z3 oko tacke z, za ugao 5 ili —%:

(8.4)
(pzz,% (B)=z21 V pzz’_% (z3) = Zl) =

3 5
= (Z1=Zz+(Z3—Zz)~e3“ Vzi=n+(m-22)-e 3“) =

= (zl:2\/§+ﬁ+(2ﬁ—2\/§)-(l+£ﬁ):—ﬁ v

Z =2\/§+ﬁ+(2ﬁ—2\/§).[2%_%ﬁ]zz\@_’_sﬁ)’

ali zbog Im(z;) < 0 imamo jedinstveno reSenje z; = —i. Obelezimo sa z centar traZene
kruZnice K. Posto je 9z32022 = —%”, taku zg dobijamo na sledeéi nacin:
2
®4) _2my 2-z3-€ 3" 2
Pp-z@)=22 = =+@-2)e¢3" = H=—T7F—=—+L

’ l—e’%’r"1 V3
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Poluprecnik opisane kruznice je Im
2 4 4 A
N .
r=|a%| =l —20l=|-—= 21| = [ +4=—. 3
e V3 373 @

Prema tome, jednacina traZene kruZnice je

iy
K(zo,r): lz—z0l =T, !
odnosno i )
K : ‘ -2 - | =2,
0.1 =51 =5 Re

z)=—1 vl

Zadatak 8.33 Neka je 71 = 1+1i 20 =2+2i. U kompleksnoj ravni izracunati ostala
temena pravilnog Sestougla 712223242526, kod kojeg temena ne moraju biti oznacena
redom (u krug).

= Resenje: Oznacimo sa zg teZiSte (centar opisane kruZnice) Sestougla. Ako su uiv
dva susedna temena Sestougla, tada je Suzov = 5 i Juvzg = Jvuzo = 3.

Imaéemo 5 razlicitih reSenja tj. slucajeva, kao na slede¢im slikama:

jIm A /m 1 /m
24
73
s
25 22
26
22 u
26 21
21 3
Re Rf
slika (a) slika (b) slika (c)
A Im 1 I/m
. 22 22
3 °
3 73
4 *
21 Zle 20
z5 Re ° Re
26 o 4
L]
26 .
s
slika (d) slika (e)

U svakom od ovih slucajeva ¢emo prvo izracunati tacku (teZiSte) zg, a zatim, za
poznato teme u izraCunavati sledece (susedno) teme v koriste¢i formulu za rotaciju
(8.4):

- T
v=2z0+u—2zp)e"3.
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Teziste zo ¢emo takode izracunavati koriste¢i formulu za rotaciju (8.4). Naime, ako
za data temena z; i 7o vazi <IZ1Zoz2 =k% zaneko k€{1,2,3,4,5}, tada je 2o = o, Kz (z1)

odnosno z = zo +(z1 — zO)e , odakle (reSavanjem ove jednacine po zp) dobijamo
ikZ ikZ ikZ

. 2-71"3  z1e"3 -1 713 =2
O = " = N = N N " =
1 _enk% enk% -1 enk% (enk% _e—nkl)
Ly e .
e —ikz (8.15) 216k — 25 ks Th z16%5 — 25 HE (1) =
ik _ pmikE 2isin kﬁ” -1 2sinkr = B
ikZ
e3 — 1 . . 7(k+3)
= —Zl 2 kg eif = — (Zle“k% —Zz)e_“ 6
2sin &z G ZSIHFR

Za izraCunavanje temena mozemo u raznim slucajevima koristiti i razne druge me-
tode. Na primer, ako su u i v dva poznata susedna temena i treba izraCunati trece
susedno teme ¢, pri emu je npr. Suvt = 2” (a na isti na¢in postupamo i u slu¢aju kada
je Juvt = ——) tadajer=p, 2z (u) (teme t dobijamo rotacijom tacke u oko tacke v za

ugao 3 ), te primenom formule (8.4) dobijamo ¢t =v+ (u— Vet ¥ . Ili, npr. ako su u i
v dva suprotna temene, tada za poznato teme u i teZiSte zo, teme v moZemo izraunati
koristeci da je #z§ = Zo¥, odnosno zg — u = v — 79, odakle dobijamo v = 2zo — u.

(a) Ako je Sestougao kao na slici (a), tada je

,,, . (L1, V3. 3, V3.,:(3 3
e 5 —z1€'3 _ 2+2H—(1+H)(§+TH) _ §+T+]1(§——). %+§H _
1-e's 1—(%+‘/T§1'1) l—gﬁ %+§ﬁ

2
3+V3 _ 3V3-3 , [3V3+3 , 3-V3).
4‘4*‘(4+4)]1 3 \/§(3 \/§]

= = —— 4| =+ —[i.
2 2
it

K

ity
Dalje, u ovom pravilnom Sestouglu imamo da je Z
odakle dobijamo

] 23 =20 =22—121,

e 23 VB (5 V3,
B=W+0-U =5 A
Analogno, iz Zoz¢ = 7221 tj. 26 — 20 = 21 — 22 sledi
- + — —1_£+1 ﬁ
G=20+0-0=5"— A

Na isti na¢in, iz 7324 = 7124 i 7022 = 712¢ sledi

Uu=m3+21-26=2- \/§+(2+ \/§)1’1,
zs=20+21—-2=1- ‘/§+(l+ ‘/g)ﬁ.

(b) Ako je Sestougao kao na slici (b), tada je

1, V3. 5, V3 ,:(5_ A3

. 2, = X2 2 X2 2 .

22—116“3" 2+2i—(1+i)| -5+ n) S+ +n(2 2) %+ «ZBH

ZO: T = = . =
—e'3 1, V3. 3_ M3 34 M3
1-e 1 (_§ i 5— =1 5+51
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1543V3 _ 5V3-3 |, [5V3+3 | 15-3V3):
+4 -5 +( 4+ +=— )11 3 3 (3 \/g)
= + .

276

9,3
it1 26

Dalje, u ovom pravilnom Sestouglu imamo da je 7123 = 2023 tj. 23 —21 = 22 — 20,
odakle dobijamo

V3 (3 «/5)1,[_

6 |2 6

3
R ) 2 6

Analogno, iz 7374 = 7370 tj. 74 — 22 = 20 — 23 sledi

Vi (,, V3

Z4=Zz+zo—z3—2—— +{2+— |1.
3 3
—

Na isti nadin, iz 7323 = 7321 1 2024 = 2226 sledi

e 3 V3 (3 V3)

5=234 T2 Z3—2 ) D) ) 5
V3 V3).

Z6:2Z0—Z2=1——3 + 1+—3 1.

(¢) U slucaju kada je Sestougao kao na slici (c), zg je sredina duZi z;z; te je

1 3
=5@+n)=3
2 2"
- 5a7) = - i —
Dalje, redom iz 23 = o, 7 (21), 2324 = 2120, 2035 = 2320 12026 = 2420

(e 2o

3
=20+ —20)e'S =§+—n+

PR WS E Rl b Rterahd it
= =+ — —Z+£+ z_\/gn
u=ntun-u=+- il i
—2 - —z_£+ z+£11
25 = £20 Z3—4 2 1 7 b
—2 — —§_£+ §+£H
<26 = <20 Z4—4 2 1 7 |-
(d) Ako je Sestougao kao na slici (d), tada je z» =P (z1), te je
12 ' 1_V3:\ 5_V3.,:(5.3
_Zz_mﬂ%_2+2n—(1+n)(—§_7n)_§_T+H(§+T) s
- -2 - = . P
tmet? 1-(-4- %) 48 3G
15-3V3 , 5V3+3 , [3V3+15 |, 3-5\3
PR (M 0 5 v
= 2y 2 22 )
2+3 276 276 )

Dalje, u ovom pravilnom Sestouglu, redom iz 2123 = 2023, 2024 = Z120> 2023 = 2320
i 2026 = 2220, dobijamo
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— + — —§_£+ §+£
3=231T22 ZO—2 6 ) 6 1,
Z4=220—Z1=2+£+ Z—Eﬁ,

3 3

o3, V3 (3 V3)
75 = 420 13—2 D) ) D) 5
26:2ZO—Zz:1+?+[1—?]]'1.

(e) Ako je Sestougao kao na slici (e), tada je zp = Pz,-% (z1), te je

: (1 _ V3 3 V3,3, 1\3
Z2_Zle—]‘1’3£ 2+211—(1+]1)(Z—T]1) E_T'Hl(i"'?) %—%511
20 = mry e = : =
3-vV3 , 3V3+3 , (3+V3 |, 3-3V3):
4+4+(4+4)]1 3+\/§+3 V3).
= = — —_— ___Il
13 272 |2 2

Dalje, u ovom pravilnom Sestouglu, redom iz 7323 = 7123, 2024 = Z120» 2023 = 2220

i 2026 = 2320, dobijamo

e +\/§+5_\/§.
3=227T20 Zl—z 3 5 3 1,
Z4=2z0—11=2+\/§+(2—\/§)1'1,
15=210—12=1+\/§+(1—\/§)ﬁ,

—2 — —l+£+ l_ﬁ
TETBEST T2

vl

Zadatak 8.34 Neka su, u kompleksnoj ravni, z1 i zo susedna temena pravilnog n-
tougla 712223 ...z, kod kojeg su temena oznacena redom u krug. U funkciji od z; i
7o izraziti ostala temena tog n-tougla.

w Resenje: Oznacimo sa zq teZiSte (centar opisane kruznice) n-tougla.

Imacéemo dva reSenja, jedno kada je kretanje po tackama zy,22,23,...,2, U pozitiv-
nom matematickom smeru, a drugo kada je to kretanje u negativnom matematickom

smeru. U prvom slucaju je ¥z1z0z2 = 2,1—”, audrugom i Xz1z022 = —27”.
U prvom slucaju, primenom formule za rotaciju (8.4) imamo
i 2K
_ _ i2x _nen =2
n=p, @) = wn-=@-20)" = 0=——FF
’n 158
e'n —1

a zatim iteravno, za k € {2,3,4,...,n}



KOMPLEKSNI BROJEVI I POLINOMI 159

. 2(k=D)x
Zk =pZO w-r (21) = zm—z0=(21—20)e" 7 =
’? n

-1

2D
= z=z0+@—-z0)¢" © , ke{2,3,4,...,n}.

U drugom slucaju na isti nacin dobijamo

_j2n
z1e " =22
e‘ﬁznl -

L2k
20 = , =20+ —z0)e " 7 , ke{2,3,4,....n} vl

Zadatak 8.35 Ako su z1, zp i z3 temena jednakostranicnog trougla, dokazati da vazi
(z1-2)*+(@-3) +(z3—21)* =0.
= Resenje: Izrazi¢emo svaki od sabiraka preko jednog od njih - na primer preko
(z1 —22)%:
@5 -1 2 2, 2%
Po-z@)=3 = nB-n=@-wn)-e’d = (@-n)=@@-n) 7,
i slicno
(84) T 2 2. 2%

pri@=z = wm-ua=@-z)-e’ = (@-2) =@-z) 3"
Sada, primenom Ojlerovih formula (8.13) dobijamo

2 2 2 _ 2 2, 2% 2. 2% _
(Z1—2)"+@-n3) +(@B-21)" =@ —2) +@1—22)" e 3+ (71 —2) e =

- s -2
= (21— 22)* (1 +e725% + £757) G ) —12)2(1 +2cos Tﬂ =

=(Zl_22)2(1+2(—%))=0. a

Zadatak 8.36 Neka su 71, zo, 73, z4 jedinicni kompleksni brojevi. Dokazati da je
21222324 pravougaonik ako i samo ako je 71 + 20 + 73+ 74 = 0.

w ResSenje:

BE"  Ako je 71222324 pravougaonik za Cija temena z; vazi da je |z1] = |z2] = |z3] = |z4] = 1,
tada su vektori Oz; 1 Oz3 istog pravca i inteziteta a suprotnog smera, jer dijagonala
pravougaonika upisanog u kruZnicu je precnik te kruZnice, pa je njihov zbir nula. Isto

R - 4 v V- .

takojei Oz +0z4 =08toznaidaje z1 +zp +23+24 =0.

Bl Nekajesadazi+20+23+24 =0, |z1] = Iz2] = |z3] = |z4l = 1, i neka su u i w kom-
pleksni brojevi takvi da je Z7% = Oz i W = Oz3. Tada iz Oz + Oz + Oz3+ 0z, = 0 i
Oz +Z10i+ it + wO = 0 sledi wO = Oz;. Kako su svi vektori jedini¢ni, to je Ozjuw

. —> . — . —> - =

romb, pa je wO = iz} = —-Oz. Sada iz wO = —0z, i wO = Oz, sledi —Oz = Oz, §to
znaci da je zpz4 precnik jedini¢ne kruZnice, a analogno to vaZzi i za z;z3, pa je 21222324
pravougaonik. vl

Polinomi, polinomski izrazi i polinomske funkcije

Polinom nad proizvoljnim poljem!? F = (F, +,-) je uredena k-torka elemenata polja
F kod koje je poslednja komponenta razlicita od ,,nule” 0 polja F, odnosno, polinom je

13Polinome je moguée definisati i nad prstenom.
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p=(po,p1,P2,---sPn), gde jen €N, p; € F, p, # 0. Pri tome ¢emo koeficijent py zvati
slobodni ¢lan, koeficijent p, zvati vodeci ¢lan, a n = deg(p) je stepen polinoma p. Sa
F[x] se oznaCava skup svih polinoma nad poljem F. Uredena trojka F[x] = (F[x],+,-)
(gde su + i - redom sabiranje i mnoZenje polinoma) je komutativan prsten s jedinicom.

Polinomu p = (pg, p1,p2,--.,pn) nad poljem F jednoznacno odgovara polinomski
izraz p (x) = p,x" + p,,_lx"‘l +...+p1x+ po, tj. svaki polinom mozemo poistovecivati
sa odgovarajuéim polinomskim izrazom'?, te je tako uobi¢ajeno da za polinomski izraz
p(x) = ppx" + ppo1 X1+ .+ prx + po kaZemo da je to polinom p.

Polinomska funkcija je funkcija definisana polinomskim izrazom, dakle funkcija
p:F—>F,px)=px" +p,,_1)c”_1 +...+ p1x+ po, gde je p; € F. Polinomske funkcije
u opsStem slucaju ne mozemo poistovecivati sa polinomima, jer u sluc¢aju konac¢nih polja
F, razli¢itim polinomima (tj. polinomskim izrazima) moZe da bude definisana ista poli-
nomska funkcija (vidi [RD0S5]). Za beskonacna polja F postoji uzajamno jednozna¢na
korespodencija izmedu polinoma i polinomskih funkcija, te u takvom slu¢aju mozemo
reéi ,,polinom”, a pri tome misliti na odgovarajucu polinomsku funkciju, i obratno.

Koren ili nula polinoma p € F[x] je nula odgovarajue polinomske funkcije, tj.
reSenje jednacine p (x) = 0, tj. svako xg € F za koje vazi p(xp) = 0. Element xy € F je
koren polinoma p ako i samo ako je polinom p(x) deljiv polinomom x — xg. Na osnovu
Bezuove teoreme, ostatak pri delenju polinoma p (x) nad nekim poljem F polinomom
X —a, jednak je vrednosti p (@).

I’= Postupak za delenje polinoma p(x) = p,x" + p,,_lx"’l +...+ p1x+ po (nad bilo
kojim poljem) se, u slucaju kada je delilac polinom prvog stepena tj. oblika (x — a),
moZe skradeno zapisati tzv. Homerovom Semom:

| Pn Pncl Pn2 ... P2 DL PO
a1 G2 Gn-3 . @1 o g-1

gde je gu—1 = pn 1 qx = aqy-1 + pr—1 za sve ke {n—2,n-3,...,1,0,—1}, pri cemu je
G(x) = g1 X"+ gpa X2+ g, 3X"3 4.+ q1x+qo koli¢nik, a g_; ostatak pri delenju.

IZ= S obzirom na prethodnu napomenu, Hornerovom Semom mozemo proveriti da
li je neki element polja a koren polinoma - ako se za ostatak pri delenju dobije 0, tada
a jeste koren polinoma.

U Hornerovoj Semi se u grani¢noj vrsti moraju napisati svi koeficijenti, tj. ne smeju
se preskociti koeficijenti O.

Primer 8.3 Neka je p(x) = x> —3x+1i q(x) = x+ 1. Izracunajmo kolicnik i ostatak
delenja polinoma p polinomom q, s jedne strane primenom standardnog algoritma za
delenje polinoma, i s druge strane primenom Hornerove Seme.

(a) Primenom standarnog algoritma dobijamo

4Tako su to formalno razligiti pojmovi.
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(3 — 3x +1D):(x+D=x2-x-2
—(x3+ xz)
—x%2 - 3x +1
—(-x*- %)
- 2x+1
—(-2x-2)
3

Dakle, kolicnik je s(x) = x2—x=2, a ostatak r(x) = 3.
(b) Primenom Hornerove Seme na p(x) = X=3x+1i q(x)=x+1=x—-(-1) dobi-
jamo
‘ 1 0 -3 1
-1[1 -1 -2 3
2

gde su 1,—1,-2 koeficijenti kolicnika s(x) = x° — x—2, a poslednji koeficijent 3
Jje ostatak r(x) = 3. v

I'= Glavni zadaci pri radu sa polinomima su odredivanje njegovih korena, i fakto-
nizacija polinoma (rastavljanje polinoma na proizvod nesvodljivih polinoma manjeg
stepena - vidi [RDOS5]).

Polinomi stepena O (tj. polinomi - konstante) po definiciji nisu ni svodljivi ni nes-
vodljivi, polinom stepena razlic¢itog od O je svodljiv ako se moZe napisati kao proizvod
polinoma manjeg stepena, a inace je nesvodljiv.

Ako polinom p € F[x] ima bar jedan koren x, tada je od svodljiv (jer se moze
napisati u obliku (x— xg)g (x)). Obratno ne vazi - na primer, polinom x* +2x% + 1
2
se nad poljem realnih brojeva moZe napisati u obliku x* +2x% + 1 = (x2 + 1) (svodljiv
je), a ocigledno nema ni jedan koren u R.
IZ= Ako je polinom p € F[x] drugog ili treeg stepena, tada je on svodljiv ako i
samo ako ima bar jedan koren xy. Naime, ako ima koren x, tada se moZe napisati u
obliku a(x — x)q (x) tj, svodljiv je, a s druge strane, ako je svodljiv i stepena je 2, tada
se faktoriSe u obliku a(x — xp)(x — x1), a ako je svodljiv i stepena je 3, tada se faktoriSe
u obliku a(x — x0)(x — x1)(x = x2) ili a(x - x0)(x + bx+ ), tj. u svakom od posmatranih
slucajeva ima bar jedan koren x(. Za polinome stepena veéeg od 3 ovakvo tvrdenje ne
2
vaZi, §to potvrduje gore navedeni primer polinoma x* +2x? + 1 = (x2 + 1) nad poljem
R.

Primer 8.4 Neka su p, q i r proizvoljni polinomi nad nekim poljem F, takvi da je
deg(p) =n e NU{0}, deg(q) =m e NU{0}, i r =0 (r je ,,nula-polinom”). Tada je:

o deg(p+r)=deg(p)=njerjep+r=p+0=p,ip-r=p-0=0;

e zan>mjedeg(p+q)=n(npr.zap(X)=x+x* +2+1liqg(x)= x>+ x> +x+1je
deg(p+q):deg(x5+...):5),azan<mjedeg(p+q):m;zan:mjep+q:0
(,,nula-polinom”) ili je deg(p+q) =k € {n,n—1,...,1,0} - npr. nad poljem R,
apX)=x>+x+1igx)=x>+2x+3je deg(p+q)=deg(2x2+3x+4)=2,
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za p(x) =x2+x+1 ig(x)= —x2+2x+3je deg(p+q)=deg(3x+4)=1,
wapx)=x>+x+1iq(x)=-x>—x+3jedeg(p+q)=deg(4)=0,
azap(X)=x>+x+1igx)=-x>—x—1jep+q=0;

o deg(pq) =n+m, jerje (X" + .. )X"+..)=("x"+..) ="+ ). v

Definicija 8.2 Element xo € F je koren reda k (gde je k € N), tj. k-struki koren poli-
noma p € F[x] ako i samo ako je polinom p deljiv sa (x — xo)k i nije deljiv sa (x — xo)k”,
odnosno, ako i samo ako je p(x) = (x— xo)kq (x) gde je q(xo) #0.

Teorema 8.2 Za polinome nad poljima realnih i kompleksnih brojeva vaZi da je xg
koren reda k polinoma p ako i samo ako je

p(x)=0 A p'(x0)=0 A p"(x)=0 A ..p% D=0 A p®P(x)#£0
gde su p’ (x), p'(x), ..., p(j))(x), ... redom prvi izvod, drugi izvod, ..., izvod reda j,
... polinomske funkcije p (x).
= Svaki polinom p(x) = p,x" + pp_1x" "' + ...+ p1x + po stepena n nad poljem C
ima tacno n korenova xy, xy,...,x, € C (medu kojima moZe biti i jednakih, tj. viSestru-
kih). To znaci da se nad C on faktoriSe u obliku

P (X) = pu(x—x)(x=x2)...(X—Xp). (8.20)
Ako je p(x) = ppx"* +p,,_1)c"‘1 + ...+ p1x+ po polinom nad poljem R (. Vi, p; € R),
tada za svaki od njegovih kompleksnih korenova xy, x»,...,x, moZe da nastupi jedna
od slede¢ih moguénosti:

) xeR,ili
2) xx € C\R, pri cemu je u tom slucaju i x; € C\ R takode koren polinoma p.

Dakle, kompleksni koreni realnog polinoma se javljaju u konjugovanim parovima, tj.
faktorizacija realnog polinoma nad poljem C je oblika

P(X) = pu(x—2x1) ... (X = )X = Xpey )X = Xgr 1) - (X = X)) (X = X)), (8.21)
gde su xi,...,x; realni, a Xg41,...,%, kompleksni brojevi. Pri tome je

(x— xj)(x—x_j) =x’- (xj +x_j)x+xjx_j (®131(8.10) x> —ZRe(xJ-)x+ |xj|2, (8.22)
pri &emu je x*> —2Re (x j)x + |x j|2 realan polinom stepena 2.

To za posledicu daje na se nad poljem R svaki polinom faktorise u obliku proizvoda
polinoma prvog i drugog stepena, tj. u obliku

p(x)=pu(x—x1)... (x—xk)(x2 +ak+1x+bk+1)...(x2 +amx+bm). (8.23)

I'= Za polinome stepena n nad poljima R i C je dokazano da ne postoji opsti postu-
pak za izratunavanje njihovih korena. Naime, za polinom ax? +bx + c stepena 2 je nam

—b+ Vb2 -4ac

2a
stoje formule tj. postupci za izratunavanje korena polinoma stepena 3 i 4, i dokazano

je da ne postoji opsti postupak za izraCunavanje korena polinoma stepena veéeg od 4.

od ranije poznata formula x; » = za izraCunavanje njegovih korena, po-
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I’= Akoje p(x) = pyx" +p,,_1)c"‘1 +...+ p1x+ po polinom nad poljem C (ili R ili
Q), takav da su svi njegovi koeficijenti celi brojevi (tj. po, p1,...,pn € Z), tada su svi
njegovi racionalni koreni (svi koreni koji pripadaju skupu Q) oblika ﬂ, gde je m neki
delilac slobodnog ¢lana po, a k je neki delilac vodeéeg Clana p, (tj. m|pg i k|p,). Dakle,
sve racionalne korene ovakvog polinoma moZemo naéi proverom svih kandidata iz

m|pg A klpn}-

konacnog skupa { %

. . N . . m .
Uoc¢imo da prethodno tvrdenja ne kaze da je svaki razlomak — koren polinoma,

veé samo da je svaki racionalni koren takvog oblika. To znaci da za svaki od tih
razlomaka (,,kandidata za racionalne korene”) treba proveriti da li jeste zaista koren, tj.
dalije p (%) = 0, te nakon provera dobijamo sve racionalne korena.

Tvrdenje moZemo uopstiti i na slucaj kada su svi koeficijenti polinoma p racionalni

brojevi (po, pi,- .-, Pn € Q). Naime, ako je p(x) = Zﬁx" +...+ Z—1x+ Zﬂ gdejea;,bieZ
n 1 0
. %’ € ), tada mnoZec¢i polinom p(x) brojem NZS(ay,ay,...,a,) dobijamo da je
i
1
p(x) = (cuX*+...+c1x+co) gde su koeficijenti cg,cy,...,c, poli-

NZS (ap,ay,...,a,)
noma g (x) = ¢,x" +...+c1x +cg celi brojevi, te na njega moZzemo primeniti prethodno
tvrdenje, a polinomi p i g oCigledno imaju jednake korene.

Ovakvo tvrdenje ne vaZzi ako bar jedan od koeficicijenata nije ceo, odnosno racionalan
broj.

Teorema 8.3 Ako su p i q polinomi nad poljem F, tada je skup zajednickih korena ovih
polinoma (pri cemu se svaki broji onoliko puta kolika mu je visestrukost) jednak skupu
korena najveceg zajednickog delioca ovih polinoma.

I’= Ako su polinomi p i g napisani u faktorisanom obliku
P =pit ()P (). p (),
q(x0)=q}" ()¢5 (x)-...-q" (x),
i ako je poznato da je polinom p deljiv polinomom ¢, lako je uociti sledece:
o svaki m-tostruki faktor polinoma g mora biti bar m-tostruki faktor polinoma p
(§. Yg;,Apj, pj = gi A kj > m;); drugim reCima, faktorizacija polinoma g mora
biti ,,podskup” faktorizacije polinoma p;

e gsvaki m-tostruki koren polinoma g mora biti bar m-tostruki koren polinoma p.

Primer 8.5 Ispitajmo svodljivost polinoma

(p) p(x) =1, @ g(x)=x+1,
@® r(x)=x*+1, () s(x)=x%+2x+1,
Mt t(x)=x3+x+1, ) ux)=x17+1,

nad poljima C, R, Q, Z3 i Zs.

S obzirom na napomenu uz formulu (8.20) (strana 162), polinomi r, s, t i u su svodljivi
nad poljem kompleksnih brojeva C, a s obzirom na napomenu uz formulu (8.23) (strana
162), polinomi t i u su svodljivi nad poljem realnih brojeva R.
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Nad bilo kojim poljem, polinom stepena 2 ili 3 je svodljiv ako i samo ako ima koren u
tom polju (vidi napomenu na strani 161), $to moZemo primeniti pri ispitivanju svodlji-
vosti polinomar, sit.

()

@

(r)

®

(w

Polinom p stepena 0 nad bilo kojim poljem po definiciji nije ni svodljiv ni nes-
vodljiv.

Polinom q stepena 1 nad bilo kojim poljem po definiciji je nesvodljiv (ne moZe se
napisati kao proizvod dva polinoma stepena manjeg od 1).

Polinom r stepena 2 je svodljiv nad C, a nad ostalim poljima je svodljiv ako
i samo ako ima koren u posmatranom polju. U polju C, koreni polinoma r su
X12 ==1, teiz x12 € Rix12 ¢ Q sledi da je polinom r nesvodljiv nad poljima R
iQ.

Kako u polju Z5 (&iji su elementi 0, 1i2) vazir(0)=1, r(1)=2irQ2) =2, sledi
da polinom r u polju Z3 nema korena, te je nesvodljiv nad 7.

Kako u polju Zs (¢iji su elementi 0, 1,2,3,4i5)vazir(0)=1,r(1)=2,r(2) =0,
... sledi da polinom r u polju Zs ima koren (element 2), te je svodljiv nad Zs.
Polinom s stepena 2 je svodljiv nad C, a nad ostalim poljima je svodljiv ako
i samo ako ima koren u posmatranom polju. U polju C, koreni polinoma s su
X1 = _2% Va4 -1, teiz x120 € Rix;p € Q sledi da je polinom s svodljiv nad
poljiima R i Q.

Kako u polju Z3 vazi s(0) =1, s(1) =1, i s(2) =0, sledi da polinom s u polju Z
ima koren (element 2), te je svodljiv nad Z3.

Kako u polju Zs vazi s(0) =1, s(1) =4, s(2) =4, s(3)=11is4) =0, sledi da
polinom s u polju Zs5 ima koren (element 4), te je svodljiv nad Zs.

Polinom t stepena 3 je svodljiv nad C i R, a nad ostalim poljima je svodljiv ako
i samo ako ima koren u posmatranom polju.

U polju Q, kandidati za korene polinoma t su —1 i 1 (vidi napomenu na strani
163), te kako je t(—=1) = -1 #01it(1) =3 # 0, sledi da je polinom t nesvodljiv
nad poljem Q.

Kako u polju 73 vaZi t(0) = 1, t(1) = 0, sledi da polinom t u polju Z3 ima koren
(element 1), te je svodljiv nad Z.3.

Kako u polju Zs vaZi t(0) =1, t(1) =3, t(2) =1, t(3) =1 i t(4) = 4, sledi da
polinom t u polju Zs nema korena, te je nesvodljiv nad Zs.

U svakom polju F = (F,+,-) postoji neutralni element 1 za operaciju -, kao i
njemu inverzni element —1 pri operaciji +. S obzirom na osobine polja (vidi
[RDO5]), sledi da nad svakim poljem vaZi u(—1) = D7 +1==-141=0 (gde
Jje 0 neutralni element operacije +), te polinom u u svakom polju ¥ ima bar jedan
koren - element —1, te je polinom u svodljiv nad svakim poljem. v

Vijetove formule

Neka je
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P(X) = puX + puo1x" ™ 44+ prx+po
polinom nad poljem F = (F,+,-). Pretpostavka da bi se moglo govoriti o Vijetovim
formulama za polinom p(x) jeste da on ima tacno n korena (medu kojima moZze biti
jednakih, odnosno svaki koren se pojavljuje onoliko puta kolika mu je visSestrukost), tj.
da se mozZe faktorisati na proizvod linearnih faktora (tj. polinoma prvog stepena):

p(x) = pa(x—x1)(x—x2)...(x = Xp).

Naime, vazi sledece tvrdenje. Elementi xy, x»,...,x, polja F su koreni polinoma p(x)
ako i samo ako vaze sledece jednakosti (Vijetove formule)

L — _ Pn—1

El)Cl_ o’

O Pu2

2oX Xixj= o S
i=1j=i+1

n n n Pn3

2 XX XiXxe= =

i=1 j=i+1k=j+1
X1 X2 xy =(=1)"22,
Pn

Tvrdenje se dokazuje razvijanjem izraza p,(x—x;)(x—x3)...(x—x,) 1 izjednaCava-
njem koeficijenata uz x* sa odgovarajuéim koeficijentima polinoma p. Dakle:

(a) ako su xy,x3,...,x, koreni polinoma p (x) = p,x" +pn_1x”‘l +...+p1x+po, tada
za elemente polja x1, x2, ..., X, i koeficijente po, p1, p2,..., Pn VaZe gore navedene
jednakosti (Vijetove formule);

(b) ako za elemente polja x1, x,...,x, i koeficijente pg, p1, p2,...,pn VaZe gore na-
vedene jednakosti (tj. Vijetove formule), tada su xy,xz,...,x, koreni polinoma
p(x) = ppx" +pn_1x”’l +...+ p1x+po.

O polinomima ¢iji koeficijenti ¢ine geometrijsku progresiju

Neka je p(x) = p,x" +p,,_1)c”’l +... +p2x2 + p1x+ po polinom nad poljem kom-

pleksnih brojeva C, ¢iji koeficijenti p; Cine geometrijski niz iji je prvi Clan ¢, a koefi-
cijent progresije ¢ (dakle p; = cq', i € {0,1,2,...,n}), tj. posmatrajmo polinom oblika'

p) =g"cxX"+¢" e+ e +gex+c (8.24)
nad poljem C, gde je ¢ # 0. Uocimo da se izraz p(x) mozZe posmatrati kao zbir prvih

n+ 1 ¢lanova geometrijskog niza by = c(qx)k, k € NU{0}, te na osnovu formule za zbir
¢lanova geometrijskog niza (vidi dodatak A) sledi da je

1- (qx)n+1

(8.25)
1—gx

1
Vx# —, px)=c
q

Uvrstavanjem x = é u polinom (8.24) dobijamo p(é) =c+c+...+c=(n+1)c#0, od-
nosno é nije koren polinoma (8.24). Stoga pri izracunavanju korena ovakvog polinoma
dobijamo

15U praksi, kao i pri reSavanju raznih matemati¢kih problema se relativno esto pojavljuju polinomi ova-
kvog oblika.
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I
(=
g
—_—

1 1 1
1—(qx)”+1=0/\x¢—) = (x"“: /\x#—) S
q

qn+1 q
3 1
o X = n+1 11 _ n+l 1 1€nargqn+l A x;&l o
qn+ |q|n+ q

2kn+arg 1
' ke{0,1,2,...,n} \{-}.
q

Dakle, skup korena polinoma (8.24) je skup vrednosti kompleksnog korena "+‘1/an+1

l .
bez 7 tj.

& x€q{ —e'T
]

1 1

xeClxe ™ — \{-}. (8.26)
q q

Ukoliko su svi koeficijenti polinoma p realni brojevi, tada je g € R1iarg qn% €{0,m},iu

tom slucaju se kompleksni koreni polinoma javljaju u konjugovanim parovima oblika

1 2km . . 2km\ ... 1 m+2kn\ . (n+2kn .

X1 =—|cos —— +1sin ili x; o = —|cos +18in , te pri fak-
gl n+1 n+1 gl n+1 n+1
torizaciji polinoma p u polju R mnozZenjem ¢lanova x — x| i x — x; iz faktorizacije po-
linoma p u polju C, dobijamo u R kvadratni polinom (nesvodljiv za prave kompleksne
brojeve x1 i x2)
5 2 2kr 1 ) 5 2
X"——CoOS—— + — t. X~ — —cos
lgh — n+1 g

Sto sledi iz (8.22). Vidi zadatak 8.39.

(8.27)

Zadatak 8.37 Nad poljem realnih brojeva su dati polinomi

px) = x4+x3—x2+x—2, q(x)= 20 = 2x* =233 + 227 —4x + 4.

Nacdi njihove zajednicke korene.

w ReSenje: Euklidovim algoritmom ¢emo izraCunati polinom » = NZD (p, q), a zatim
odredivanjemnjegovih korena dobiti zajednicke korene polinoma p i ¢ (vidi teoremu
8.3). Pri tome, umesto polinoma g (x) moZemo uzeti njemu odgovarajuéi normalizo-
vani polinom (vodeci koeficijent je 1), S§to ne utice ni na r (koji je po definiciji io-
nako normalizovani polinom), ni na korene polinoma. Iz istih razloga u toku postupka
moZemu svaki polinom zameniti njemu odgovaraju¢im normalizovanim polinomom.
Neka je §(x) = $q(x) = x> —x* = x> + x> = 2x + 2, te Euklidovim aalgoritmom izratu-
navamo r = NZD (p,q) = NZD (p, §):

korak 1:
(- - B -2+ (P =+ x=2)=x-2
(X + - B+ xF-2x)

2y +2

—(=2x* =233 4 2x2 = 2x+4)

2303 =222 +2x— 2=2( =% +x-1)
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korak 2:
P Prx -2 (P - Hx-1)=x+2
-t P+ -y
233 —2x% +2x -2
—(2x3 =2x2+2x-2)
0
Prema tome, r(x) = NZD(p,q)(x) = x> — x> + x— 1. Grupisanjem ¢lanova polinoma r
mozemo dobiti r(x) = x(x?+1) = (x?+ 1) = (x= 1)(x* + 1), odakle sledi da je broj 1
jedini zajednicki realan koren polinoma p i g. vl

2

I’= Polinomi p i q iz prethodnog zadatka imaju u polju kompleksnih brojeva zajed-
nicke korene 1,11 —1.

Zadatak 8.38 U polju Z3 naci zajednicke korene polinoma
px)= AR+ 2+ x+ 1, q(x) = X422 + 2+ 20+ 1.

= ReSenje:
Prvi nacin
MoZemo primeniti potpuno isti postupak kao u zadatku 8.37. Pri tome racunske
operacije izvodimo u polju Z3, gdeje -1 =2, -2=1,1"1=1i271 =2,
korak 1:
P+ 2 +283+ 2+2x +1D): 6P+ 342 4 x+ D =x+1
P+ XF+23+ 2+ x)

x4 + x+1
(0 + P22+ x+1)
2353+ X2 =2(x3+2x2)
korak 2:
G+ 3 2 Hx+ D) (P20 = x+2
-+ 247
2533 +24% +x+1
23 + P
2 o+x+1
korak 3:
3+ 2x7 (2 +x+ 1) =x+1
-2+ 2+x
X2 +2x
-+ x+1)
x+2

korak 4:
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P+ x+D):(x+2)=x+2
—(x*+ 2x)
2x +1
-2x +1)
0

Sledi da je NZD(p,q)(x) = x+2 =x—1, te je 1 jedini koren polinoma NZD(p,q),
odnosno jedini zajednicki koren polinoma p i g.
Drugi nacin
Polje Z3 ima samo 3 elementa, direktnim ispitivanjem vrednosti polinomskih funkcija
za sve elemente skupa Z3 dobijamo

pO=1, p(H)=0, p(2)=2,
q(1)=0,
odakle sledi da je 1 jedini zajednicki koren polinoma p i g. vl

Zadatak 8.39 Date polinome rastaviti na faktore nad poljima kompleksnih i realnih
brojeva.

@ f)=x"-20+x -+ - +x-1.

b)) g =X +x*+ 3+ +x+1

(©) h(x) =-162x0+54x —18x* +6x° — 242 + %x— g.

1
(d) r(x)=9x°-3x*+x> - 3

w ReSenje:

(a) Prvi nacin: Proverom kandidata +1 za racionalne korene polinoma f (vidi stranu
163) dobijamo
‘ -1 1 -1 1 -1 1 -1

1
If1r 01 01 01 0

odnosno f(1) =0, pri ¢emu je f(x) = (x— 1)(x6 +axt e+ 1), te grupisanjem
sabiraka u x® + x* + x? + 1 dalje dobijamo

f@)=G-D(H(2+1)+2+1) = @=D(x+1)(x*+1).

Kompleksni koreni polinoma x* + 1 su +i, a polinom x* + 1 ima kompleksne
korene {‘/__1(82) {e%ﬁ,e_%ﬁ,e%ﬁ,e_%ﬁ}, te je

fx)=(x- 1)(x+ﬁ)(x—ﬁ)(x_e%ﬂ)(x_e—%ﬁ)(x_e%ﬁ)(x_e_%ﬁ)

faktorizacija polinoma f nad C, a mnoZeéi linearne faktore koji sadrze uzajamno
konjugovane kompleksne korene dobijamo (vidi (8.22)) faktorizaciju nad poljem
R:



KOMPLEKSNI BROJEVI I POLINOMI 169

(b

(c

~

~

f)=(x- 1)(x2+ 1)<x2 —2cosZx+ |e%"‘|2)(x2 —2cos Fx+ |e37”1'1 2) =
= (=D +1)(x® = V2x+1)(x? + V2x+1).

Drugi nacin: Polinom f moZemo posmatrati kao zbir prvih 8 ¢lanova geometrij-
skog niza sa prvim ¢lanom ¢ = —1 i koeficijentom progresije g = —x, te primenom
(8.25) 1 (8.26) dobijamo

1-(-x)? B 1+x8

=0 = =0 A -1
F& ° ( 1+x 1+x x# ) i

- 8.7 xi oms ;. dns ;s ;s
=3 (xe VI=Vebi A x# —1) (<:>) xe{1,eﬂ,e?“,e%“,e_%“,e_f“,e_ﬂ},
te faktorizacije nad poljima C i R redom glase (vidi (8.27))

== =)= ) - =P =) o
=(x— 1)(x2— V2x + 1)(x2 + 1)()62 + V2x+ l).

Prvi nadin: Grupisanjem sabiraka u g (x) dobijamo g(x) = x*(x+ 1)+ x*(x + 1) +

x+D)=(x+ 1)(x4 +x2+ 1) Uvodeéi smenu x2 =t u jednacinu A +a2+1=0

.. . “- 2 .- . . -1+ V_3 L2715 .

dobijamo jednacinu #“ +¢+ 1 = 0 ¢ija su reSenja t1 5 = — - e"3', teiz
_2ll'l .. “ . E]'l _Eﬁ _El'l . Zli

=¢ 3" dobijamoreSenjax; =e3', xp =€ 3, x3=€ 3'ixg=e3

. ", . . r.  _ms 2m.  _2ms

jednacine x*+x?>+1 =0. Sledi da je {—1,63“,6 3 o3t o3 “} skup korena

2m-
P=e3tix?

polinoma g. Stoga faktorizacija nad C glasi

2

80 = ot Dfx—eB)(x—e ) ¥ x-e ),
odakle primenom (8.22) dobijamo faktorizaciju nad R:
g(x)=(x+ 1)()62 —x+ l)(x2 +x+ 1).

Drugi nacin: Polinom g moZemo posmatrati kao zbir prvih 6 ¢lanova geometrij-
skog niza sa prvim ¢lanom ¢ = 1 i koeficijentom progresije g = x, te primenom
(8.25) dobijamo

1— 6
g=0 & ( al
1-x

6 6 - 8.7) T 27 _2r.  _ms
= (xe V1= Vel A x# 1) & xe{ein,eT“,—l,e 3he 3“},
te faktorizacije nad poljima C i R redom glase

g(x) = (x+1)(x- e%ﬂ)(x_e—giﬁ)(x_e%)<x_e_%,,ﬁ)

=(x+ 1)(x2—x+ 1)(x2+x+ 1).

:O/\x;tl) =

Kako je h(x) = 2(—81x6 +270 - 9x* +3x8° - X2 + %x - é) a pri tome izraz u za-
gradi —81x%+27x7 —9x* +3x3 — % + %x— é moZemo posmatrati kao zbir prvih 7
¢lanova geometriskog niza sa prvim ¢lanom —é 1 koeficijentom progresije —3x,

primenom tehnike opisane na strani 165 dobijamo
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1 1-(- 3x)) 1 1437
9 1-(=3x) 9 1+3x

1 1 1
= (377——1/\x¢—§) = (x7=—3—7/\x¢—§) =

71 1 71 1 i 1 8.7)
(= X e —3—7 3—76 /\x;t—§ (=3

1 Zi 24 224 -4 - -z
—e’7 —e 7 —e 7 —_ 7
(= X€{3€ ,36 ,36 ,36 ,3 73

te faktorizacije nad poljima C i R redom glase
h(x)=2(x—% 77!"‘)()5—%e‘gi)(x—%e%i)(x—%e_%i —LF )(x—%e_%”"‘)
2

e
- 2_2 T4l _2 3n 2_2 Sn 1
—Z(x 3cos7x+9)(x 5 COs 7x+9)<x 5 o8 7x+9)

hix)=0 o ( =0/\x¢—%) =

b.)

(d) Polinom 7(x) =9x%—3x*+ x> - % moZemo posmatrati kao zbir prva 4 ¢lana geo-
metriskog niza sa prvim ¢lanom —% i koeficijentom progresije —3x?, te prime-
nom tehnike opisane na strani 165 dobijamo

4
1 1-(-32° 1 1-3%¢8
rx)=0 & [——- ( )— - =0 A 1+3x2#0 &

3 1-(=3x?) 3 14322

/ 1 1 / ll
= (34x8—1/\x¢ ] =3 [xgz—/\x;t 3 =
s/ s 1 /1 ] 8.7
( —3—4 3—460]1 AN X# —e’” (@)

o el ) 1,
N R e
te faktorizacije nad poljima C i R redom glase

r(x) = 9(x— %)(x+ \%)(x— %e%i‘)(x— ‘/Lge_%ﬁ)(x— %e%ﬁ)(x— BVekd Tﬁ)

= 9(x2—%)(x2—%cos§x+ %)(xz— 2 cos %T”x+ )

)

P

Zadatak 8.40 Nad poljem kompleksnih brojeva su dati polinomi
p(x) = 2x0 +9x° +22x* +45x3 + 58x% +36x + 8,
q(x)= O+2x+2x2 + 1.
(a) Izracunati sve korene polinoma p i faktorisati ga nad poljima R i C.

(b) Dokazati da su polinomi p i q uzajamno prosti nad poljem R.

w ResSenje:

(a) Na osnovu teoreme o racionalnim korenima polinoma sa celobrojnim koeficijen-
tima, svi racionalni koreni polinoma p se nalaze u skupu {_Z,J_rl +2,+4, +8}
Ocigledno nijedan pozitivan realan broj ne moZe biti koren polinoma p (jer
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Vx> 0, p(x) > 0), pa treba ispitati samo negativne kandidate. Najbolje je da
pri tome koristimo Hornerovu Semu jer pri tome odmah dobijamo i (delimi¢nu)
faktorizaciju.

\292245 58 36 8

-3 8 18 36 40 16 0 v
-1 » U5 205 sl X
2 2 4 8 16

U

p() = (x+1)(22° +8x* +18x% + 367 + 40x + 16) =
=2(x+ 1)(x° +4x* +9x> + 18x7 +20x + 8),

|1 4 9 18 20 8
—T[1 3 6 12 8 0 v
-1[1 24 8 0
-1 13 5 X

U

px) =2(x+ 3 )+ D(x* +3x3 +6x7 + 12x+8) =
= 2(x+ %)(x+ 1)2()c3 +2x% +4x+ 8),

1 2 4 8
1 0 4 0 v
1 8 X

px) = 2(x+ %)(x+ 1)2(x+ 2)()62 +4).

Polinom x? + 4 o¢igledno nema realnih korena, a u polju kompleksnih brojeva
ima jednostruke korene +2i. Dakle, u polju realnih brojeva polinom p ima ko-
rene —% (1-struki), —1 (2-struki) i —2 (1-struki), a u polju kompleksnih brojeva
osim navedenih realnih korena ima i 1-struke korene 21 i —2i. Faktorizacija nad
poljima R i C redom glasi

p)=2(x+3)(x+ D (x+2)(x2 +4) =
= 2(x+ 1)or+ D2 0r+2)(r = 20)(x + 2.

(b) Treba da dokazemo da polinomi p i ¢ nemaju zajednickih prostih faktora, a s
obzirom na to da smo dobili faktorizaciju polinoma p, moZemo dokazati da ni
jedan prost faktor polinoma p nije faktor tj. delilac polinoma ¢g. Kako je oci-
gledno g (x) > 0 za sve x € R, polinom ¢ nema linearnih prostih faktora, tako da
ostaje samo da dokaZzemo da x? +4 nije delilac polinoma ¢ nad R, tj. da se pri
delenju ¢ sa x> + 4 dobija ostatak razli¢it od 0.
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O+ 23+ 222+ D+ =x*-222+10

—(x%+ 4xh
234+ 22+ 1
—2x* = 8x%)
1022 + 1
—(10x% + 40)
-39

Time je tvrdenje dokazano.

I’= Polinom g smo mogli jednostavno faktorisati na sledeci nacin:

q(x)= O+t +x2+x2+1 :x4<x2+ 1)+x2(x2+ 1)+(x2+ 1) =
= (x2 + 1)(x4 +x%+ 1) = (x2 + 1)(x2 —x+ 1)(x2 +x+ 1),

odakle takode vidimo da su polinomi p i g uzajamno prosti.

vl

Zadatak 8.41 Koriste¢i Hornerovu Semu razloZiti polinom p(x) = x> —=3x> —4x+1 po
stepenima od x+ 1.
w Resenje: Deleci polinom p sa x+ 1 = x—(—1) iterativno dobijamo

1 -3 -4 1

11 -4 o Pt =

(x+ 1)()c2 —4x) +1

B B = x+D((x+Dx=5+35+1

i i = = x+D(x+D(x+1D)=6)+5)+1
- = (x+1D?-6(x+D*+5x+D+1
~1

= Na ovaj nacin, kada treba u polinomu p da uvedemo smenu x + 1 = ¢, dobijamo
polinom sreden po koeficijentima uz ¢, pri ¢emu su ti koeficijenti jednaki zaokruZenim
ostacima pri deljenju sa x + 1 u Hornerovoj Semi. vl

Zadatak 8.42 Dat je polinom p(x) = x* +4x> + 3x*> —4x—4 nad poljem C. Koristeci
Hornerovu Semu
(a) izracunati sve njegove korene i faktorisati ga nad R i C,
(b) napisati ga po stepenima od x +?2.
w ReSenje:
(a) Kandidati za racionalne korene polinoma p su +1,+2,+4. Pomoc¢u Hornerove
Seme proveravamo koji od ovih kandidata jeste koren i kolike je viSestrukosti, i
time trazimo odgovarajuce linearne faktore.

1 4 3 -4 -4

115 8 4 0 v = p)=-1)(x*+52+8x+4)
11 6 14 18 X

-1|1 4 4 0 v = p) == D+ D(x?+4x+4)
“1]1 3 1 X

211 6 16 X

201 2 0 v = p)=G-Dx+Dx+2)(x+2)
—2(1 0 v = p()=-Dx+1Dx+2)>
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(b) Hornerovom Semom dobijamo
1 4 3 -4 -4
12 -1 -2 0]
2| 1 0 -1 [0]
1 -2
2| 1
)

odakle sledi p(x) = (x+2)* —4(x+2)> +3(x +2)°. vl

Zadatak 8.43 Nad poljem R rastaviti na parcijalne sabirke racionalne funkcije
2x—1

R(x)= )
@ R X0+ 2% +2x3 + X2
6 5 4 3
X =3x" —x"=2x" +3x+1
b) R(x) =
®) R(x) X3 —x2+2x-2
o - . o . P(x)
w ReSenje: Sledi opis algoritma za rastavljanje racionalne funkcije R(x) = m na
X

parcijalne sabirke.

@ Najpre, ukoliko je deg P > deg O, delimo polinom P polinomom Q, dobijajuéi

S
koli¢nik 7 (x) i ostatak S (x). To znaci da je tada R(x) = T (x) + ﬁ gde je

0(x)’
degS < degQ. U slucaju deg P < deg Q, ovaj korak se preskace, i neka je tada

S (x) =P(x).

@ Faktorisemo polinom Q(x) nad R, pri ¢emu se dobija faktorizacija oblika (vidi
(8.23))
m k )
Qx)=gq l—l (x—cp)¥ 1_[ (x2 +aix+ bi)t'.
i=1 i=1
® Racionalnu funkciju
S(x) S (x)

00 q ﬁ (x—c)% ﬁ (2 +ax+b;)"
i=1 =

rastavljamo na parcijalne sabirke tako Sto je Sto ¢emo odrediti realne brojeve
Cij,Aij,Bij za koje je

S (x)
m k . -
gl (x=c)* TT (2 +aix+b;)"
i=1 i=1
1 = ( Cii N Cir Cigs
g \x—ci (x-c)* (=)
1 Aj1x+B; Ajrx+ B; Ajn X+ By
+ _Z 21,1 i1 " i,2 i2 . ‘. it it _| A
q G\ +aix+br (x2+a;x+b;) (2 +a;x+b)"
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@ Sabiranjem razlomaka u poslednjem izrazu dobijamo

S (x) _ L(x)

m k - m k ’
gl =) [T (2 +aix+b) g1 (x—c)" [1(x2+aix+b;)"
i i1 i i1

gde je L(x) polinom ¢iji su koeficijenti linearni izrazi po C; j,A; j,B; j.

® Izjednacavanjem koeficijenata polinoma S (x) i L(x) dobijamo sistem linearnih

jednacina po C; ;,A; ;,B; ;. Njegovim reSavanjem (vidi poglavlje 9) i uvrStava-
njem izraCunatih koeficijenata C; ;,A; j,B; ; u izraz ¥ dobijamo racionalnu funk-
ciju R(x) rastavljenu na parcijalne sabirke.

(i] Rastavljanje racionalne funkcije na parcijalne sabirke se javlja pri reSavanju in-
tegrala racionalnih funkcija. Rastavljanjem racionalne funkcije na parcijalne sabirke
se integral racionalne funkcije svodi na zbir tabli¢nih integrala i/ili integrala koji se
smenom ili parcijalnom integracijom svode na tabli¢ne integrale.

(a) Prvi korak algoritma se preskace. Faktori§imo p(x) = x> +2x* + 2x> + x*. Kako

jepx) = xz(x3 +2x% 4+ 2x+ 1), proverom kandidata +1 za racionalne korene po-
linoma x> +2x% + 2x + 1 dobijamo

(1 2 2 1
I[1 3 5 6 X
“1/1 110 v = p@=22G+D(F+x+1)

pri éemu je x* + x + 1 nesvodljiv polinom nad R (koreni su mu kompleksni bro-
jevi). Sada iz
2x—1 A B C Dx+E
=—t=4+—+—>——=
Rx+D(2+x+1)  x x2 x+1 x2+x+1
A(x4+2x3 +2x2+x) + B(x3 +22242x+ 1) + C(x4+x3 +x2> + (Dx+E)(x3 +x2)

R(x)=

R+ D2 +x+1)
_(A+C+D)x*+(2A+B+C+D+E)x>+(2A+2B+C+E)x*+(A+2B)+B
B 2(x+ D2 +x+1)

sledi
A + C + D = 0
2 + B + C + D + E = 0
20 + 2B + C + E =0
A + 2B = 2
B = -1

Oduzimanjem treée jednaCine od druge, a zatim oduzimanjem druge od trece,
dobijamo ekvivalentan sistem

A + B + C = 0
- B + D = 0

20 + 2B + C + E = 0
A + 2B = 2

B = 1
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(b)

1z poslednje dve jednacine sledi, prvo B = —1, a zatim A = 4. Nakon uvrStavanja
ovih vrednosti u prve tri jednacine, redom dobijamo iz prve jednacine C = -3,
zatim iz druge D = —1, te iz tree E = —3. Time dobijamo

4 1 3 x+3

RxX)=-——-——-————"~
(x) x x2 x+1 x2+x+1
(=3x8 - x*-2x3 + 3x +1): (P = +2x-2)=x3-2x2-5x-1
—(x0— X +2x*-2x3)
250 =344 + 3x +1

—(=2x0 +2x* — 43 + 4x?)
5xt+ 43— 4x% + 3x +1
—(=5x*+ 53— 1022 +10x)
-3+ 6x2 — Tx +1
—(=x*+ X - 2x +2)
502 — 5x -1
5x2—5x—1

X —x2+2x-2
Ispitujuéi kandidate +1, +2 za racionalne korene polinoma x> — x> + 2x —2 dobi-
jamo

Dakle, R(x) = x> —=2x> —5x— 1 +

|1 -1 2 -2
Ifr o2 ov = P-P+2x-2=(P2+2)x-1)
gde je x? +2 nesvodljiv polinom nad poljem R. Prema tome, racionalnu funkciju
5x2-5x-1 - . Ax+B C
—————— ¢emo zapisati u oblikt ——+ ——-. 1z

X3 —x2+2x-2 2+2 x-1
5x2-5x-1 _Ax+B C _(A+O)x*+(-A+B)x+(-B+2C)

B-x24+2x-2 242 x-1 xX3—=x2+2x-2

izjednatavanjem koeficijenata u polinomima (A + C)x* + (=A + B)x + (-B +2C)
i 5x% —5x— 1 dobijamo sistem linearnih jednacina
A + C =5
-A + B = -5
- B + 2 = -1

Dodavanjem prve jednaine na drugu, a zatim druge na trecu, dobijamo ekviva-
lentan sistem

A + C =5
B + C =0
3¢ = -1

CijasureSenjad = 22, B=1, C=-1. Prema tome

16x+1 1

R(x)=x>-2x*-5x—-1 - .
(x) =x" —2x"-5x +3(x2+2) 36D o
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Zadatak 8.44 Nad poljem R su dati polinomi
p(x) = x° = (10 +a)x* + (10a + 35)x> — (35a + 50)x% + (50a + 24)x — 24a,
q(x) = X +(5-b)x> + (6 — 5b)x — 6b,

gde su a i b realni parametri.

()

Za koje vrednosti parametara a,b € R je polinom r(x) = x— 1 najveci zajednicki
delilac polinoma p i q.

(b) Za koje vrednosti a,b € R je polinom r(x) = x> + x — 2 najveci zajednicki delilac
polinoma p i q.
= ReSenje:
(a) Delenjem polinoma p polinomom r dobijamo

(b)

|1 -10-a 10a+35 -35a-50 50a+24 -24a
[T —9-a 9a+26 -26a-24 24a 0

= p)=(x- 1)(x4 —(9+a)x> + (9a +26)x> - (26a +24)x + 24a).
Dakle, polinom p je deljiv polinomom r za svako a € R.

Delenjem polinoma g polinomom r dobijamo

|1 5-b 6-5p  —6b
11 6-b 12-6b 12-12b

= p)=@-D(x?+(6-b)x+(12-6b))+(12 - 12b).

Da bi polinom ¢ bio deljiv polinomom r, ostatak pri deljenju mora biti 0, tj. mora
biti b = 1.

Dakle, polinom r deli polinome p i g za (a,b) € A = {(a,1) | « €R}. Da bi
polinom 7 bio najveci zajednicki delilac polinoma p i g, ovi polinomi ne smeju
imati drugih zajedniCkih prostih faktora osim (x—1). Za (a,b) € A, odnosno za
b=1,jeq(x)=(x- 1)(x2 - 5x+6) =(x—1)(x—-2)(x—-3), te iz skupa A treba jos
eliminisati one uredene parove (a,b) za koje je x —2 ili x — 3 faktor polinoma p,
tj. one za koje je 2 ili 3 koren polinoma p. Kako je

|1 -9-a 9a+26 -26a-24 24a
211 -T7-a Ta+12 —12a 0
3|1 —4-a 4a 0

odnosno p(2) =01 p(3) =0 za sve a € R, sledi da su x—2 i x— 3 faktori
polinoma p za sve (a,b) € A, tako da polinom 7 ni za koje vrednosti parame-
tara a i b nije najveéi zajednicki delilac polinoma p i ¢ - naime, za polinom
s(x) =(x—D(x—=2)(x—23) vaZzi s|p, slgir|s.

-1+ VI1+8

Kako je r(x) =0za xj» = — ={-2,1}, odnosno r(x) = (x—1)(x+2),

sledi da je r = NZD (p, q) ako i samo ako vaZzi
rip A rlg A (3t# 7 tp Atlg ATl
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(b.1) Kako je
rp & (p(1)=0A p(=2)=0),
rlg & (g(1)=0 A q(=2)=0),
reSavanjem sistema jednacina
p(1)=0,
p(=2) = -360a—-720 =0,
q(1)=12b-12=0,
q(=2)=0,
dobijamo da je r delilac polinoma p i g za a =-2 1 b = 1, odnosno za
(a,b) e A={(-2,D)}.

(b.2) Za (a,b) = (-2,1) e r biti najveli zajednicki delilac polinoma p i g ako
ne postoji polinom ¢ koji je deljiv polinomom r, a koji deli polinome p i g.
Deleci polinom g (x) = B4t +x-6 polinomom r(x) = (x— 1)(x+2), tj.
redom faktorima x—1 i x+2 dobijamo

1 4 1 -6
[T 5 6 0
2|1 -3 0

odnosno g (x) = (x— 1)(x? + 5x+6) = (x— 1)(x+2)(x+3). Sledi da ée poli-
nom r ¢e biti najveéi zajednicki delilac polinoma p i g ako i samo ako x+3
nije faktor polinoma p, tj. ako i samo ako je p(=3) # 0. Izradunavajuéi
p(—=3) = -840 # 0 dobijamo da je za (a,b) = (-2, 1) zaista r = NZD (p,q)m

Zadatak 8.45 Neka je p(x) = 2x5 +ax’ —4x* —5x3 — bx? + 4x+ 3 polinom nad poljem
C. Odrediti vrednosti parametara a,b € C tako da 1 i =3 budu koreni polinoma p, a
zatim za te vredosti parametara faktorisati polinom p.

= ReSenje: ReSavajudi linearan sistem jednacina

O0=p(l)=a-b A 0=p(-3)=1260-243a-9b
dobijamo a =51 b =5, te su (samo) za (a,b) = (5,5) brojevi 1 i —3 koreni polinoma
p(x) =2x%+5x7 —4x* = 5x3 = 5x% +4x+3. To znadi da su x— 1 i x+ 3 faktori polinoma
p. Tacnije

2 5 -4 -5 -5 43
12 7 3 =2 -7 =30 = p@=-D2+7x*+3x> =222 ~7x-3)
112 912 10 3 0 = p(x) = (x—D(2x* +9x> + 1227 + 10x + 3)
1/2 11 23 33 36

3|2 3 3 1 0 = p()=(x-DX(x+3)(223+3:2+3x+1)
32 -3 12 -35

Dobili smo da je 1 dvostruki, a —3 jednostruki koren polioma p, pri Cemu je joS ostalo
da se faktoriSe polinom 2x> +3x% + 3x+ 1. Ovaj polinom ima celobrojne koeficijente,
te proveravajuci kandidate +1 i i% za njegove racionalne korene dobijamo
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2 3 3 1
112 5 8 9
-1{2 1 2 -1
;245 2
11222 0 = p@=@-DXx+3)(x+5)(207 +2x+2)
=2(x—1)2(x+3)(x+%)(x2+x+1)
-1+ V-3 1 3
Koreni kvadratnog polinoma x> + x + 1 su xj 5 = — =73 iﬁT,te faktoriza-
cija polinoma p nad poljem C glasi
1 1 3 1 3
p(x):2(x—1)2(x+3)(x+§)[x+5—ﬁ§](x+§+ﬁ§). v

Zadatak 8.46 Odrediti parametre a,b,c € R tako da -2 bude tacno dvostruki koren
polinoma p(x) = x* + ax® + bx> — 4x + ¢ nad poljem R.

w ReSenje:
Prvi nacin
Podelicemo pomoc¢u Hornerove Seme polinom p sa (x — (=2))* = (x+2)?, te cemo iz-
jednacavanjem odgovarajucih ostataka sa nulom dobiti a i b za koje —2 jeste dvostruki
koren polinoma p, a zatim ¢emo od tih @ i b odabrati one za koje —2 nije trostruki koren
polinoma p, tj. za koje p nije deljivo za (x +2)°, odnosno za koje je ostatak pri delenju
sa (x+2)? razli¢it od nule. Dakle,

‘ 1 a b -4 c
211 a-2 2a+b+4 4a-2b-12 -8a+4b+c+24

211 a-4 —-4a+b+12 12a-4b-36
211 a-6 —-6a+b+24
-8a+4b +c+24=0 —8a + 4b + ¢ = =24
= 12a - 4b -36=0 & 12a - 4b = 36 =3
—6a + b +24 #0 —6a + b + —24
b =3a-9
S c =-24-4Ba-9)+8a=-4a+12 =
b # 6a-24

s (a,b,0)e{(@,3a0¢-9,-4a+12) | aeR, 3a-9+#6a-24} &
s (a,b,0) e{(a,3a0—-9,-4a+12) | a e R\{5}}.
Drugi nacin
Isti postupak mozemo sprovesti koristeéi izvode polinoma - vidi teoremu 8.2 - broj —2
je tacno dvostruki koren polinoma p(x) ako i samo ako je

p(=2)=0 A p'(-2)=0 A p’(-2)=0.
Uvrstavajuéi broj —2 u polinom p i njegove izvode p’(x) = 4x> + 3ax*> + 2bx—4 i
P’ (x) = 12x% + 6ax + 2b dobijamo iste dve jednaine i jednu nejedna¢inu koje smo
dobili i na prvi nacin. v
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Zadatak 8.47 Neka su
p)=x+D"-x"-1, q(x)=(x2+x+1)

polinomi nad poljem C.

2 3
, r(x)=(x2+x+1)
(a) Za koje vrednosti parametra m € N je polinom p deljiv polinomom q?

(b) Za koje vrednosti parametra m € N je polinom p deljiv polinomom r?
w ResSenje:

(a) Polinom p je stepena m — 1, a polinom ¢ stepena 4, te o deljivosti moZemo govo-
riti samo za m— 1 > 4 odnosno m > 5. ReSenja kvadratne jednadine x> +x+1=0

V3 ;. 1 V3 2

sux]=——+i—=e3'ixp=——-1—=¢ 3", teje

2 2 2 2
2 7. \2 . \2
q(x):(x2+x+1) =(x—e%’1) (x—e_zTI') .

Sledi da ¢g|p ako i samo ako su x; i xp bar dvostruki koreni polinoma p, a ovo
vazi ako i samo ako je (vidi teoremu 8.2)

[(11: p(x)=0,  [2]: p"(x1)=0,  [3]: p(x2)=0,  [4]: p'(x2) =0,
gdeje p’ (x) = m((x +1)m - x’”‘l). Sistem jednacina [1],[2],[3],[4] ¢emo reSiti
po m € {5,6,7,...} tako $to ¢emo resiti svaku jednacinu pojedinacno, te je skup
reSenja sistema jednak preseku skupova resenja pojedinacnih jednacina. Ozna-
¢imo sa S; skup resSenja jednacine [i].

27 . m 27\
@l px)=0 o (e?ﬂ + 1) —(e?ﬂ) 120 o

(=4

&

PN (t:e'%"“ Vt:e_%“) A t—e%“) PN
= t=e3t /\tze”) \% (t—e 3TA t—e%“)) =
P P L Ve%ﬁ—eﬂ) &
T mm - mmn [1]
S —+2kn=—,keZ Vv —+2k =—,keZ) =
(3 =3 3 T
& (m=6k+1,keZ Vv m=6k-1,ke?Z) o

()

me{bk+1| keZ}U{6k—1| ke Z}.
[1] - Dele¢i jednacine sa 7, i mnoZedi ih sa 3.

Uzimajuéi u obzir gorenavedeni uslov m > 5, dobijamo da je skup reSenja
jednacine [1] skup S ={6k+1| ke NJU{6k—1]| ke N}.
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(a.2)

(a.3)

(a.4)

2. m—1 2. \M—1

P'(x1)=0 =4 m(eT"+1) —(gTH) =0 ©

Tsf Ts _ma\\m—1 2(m-Dr .
=3 m((e3“(e3“+e 3“)) —e 3 “):0 =3

2

ma\m—1 2(m-r . (m=1)r . =Dyt .«
= m(<e3“) —e 3 “):0 o m(es “_(eis ‘)):0 &

("1*1)71]~1 (mfl)rr].1 2
m=0V e 3 '"—|e 3 "| =0] &

(m-Dr

m=0V (t=e 3 i/\t—t2=0)) &

|

reo s ="
& (m:O v (t:ewﬁ

(m=0v (

(

(

/\(t:OVt:l))) =

1= m=0 Vv e(mgl)ﬂﬁ=0Ve(mgl)”ﬁ=1)) g
S m=0 Vv e(mgl)”"‘:eo:l) S
-1
o [m=ov )”+2/m=0,kez) o
o (m=0V m-1+6k=0,keZ) o
o m=0V m=1-6k,keZ) o
o (m=0V m=1+6k, keZ) & mel{0}U{l+6k| keZ}.

=1 za svako m.

.. (=D ... (=D
[1] - JednaCina e 3 " = 0 nema reSenja jer je |e 3

Uzimajuéi u obzir gorenavedeni uslov m > 5, dobijamo da je skup resenja
jednacine [1] skup S, ={6k+1 | ke N}.

Na isti nacin kao pod (a.1) dobijamo isto reSenje:
pxn)=0 <& (e_zTﬂf‘+1) —(e_%”i) -1=0 &
o meSz={6k+1]| keN}u{6k—1| keN}.
Na isti nacin kao pod (a.2) dobijamo isto reSenje:

e m—1 o N1
P)=0 o m((e_3“+1) —(e_TI') ):0 S

o meSs={6k+1]| keN}.

Prema tome

qlp = meS =85NS,NS3NS4={6k+1]| ke N}.

(b) Analogno kao pod (a), polinom p je stepena m — 1, a polinom r je stepena 6, te
deljivost moZemo razmatrati samo zam >7 (. m—1>6). Iz

r(x) = (x2 +x+ 1)3 = (x— eZT”f‘)3(x— e_%"ﬁf

sledi da r|p ako i samo ako su x; =3 "ixy =e” 3" bar trostruki koreni polinoma
P, aovo vazi ako i samo ako je

[171:
[4'1:

p(x1) =0, [2']: p'(x1) =0, [3']: p” (x1) =0,
p(x2) =0, [5']: p'(x2) =0, [6]: p" (x2) =0,
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gde je p’ (x) = m((x+ 11 —x’"‘l) ip”(x)=m(im— 1)((x+ 1y"2 —x’"‘z). Jed-
nacine [1’], [2'], [4’] i [5’] smo resili pod (a), a reSavajuéi po m € {7,8,9...}
jednacine [3"] i [6'] dobijamo:
o m-2 2 m-2
b1 p’(x)=0 o m(m—l)((e3“+l) (e3 ) ):0 &
o m(m—l)((e%i(e%i+e 1 ))m 2_62('"52)”1'1):0 g

n n . _ _2
B e s -G S
=4

(mZ)7r]1
S (tze 3 At— t—O)

(m-2)m
(t—e 3 “/\(t—OVt—l)) S

M—2)IT » m—2)m . 3 m—2)mw .
= (e(32)ﬂ:0Ve(32)“:1) E:i 6(32)]1:@021 &
-2
o MM =0kl © m-2+6k=0.keZ o
S m=2-6k,keZ o m=2+6k, keZ o
S me{6k+2| keZ}

[1] - Na osnovu Ojlerovih formula (8.13) vazi o3y e_§ﬁ2cos§ =1.

[2]-Zam>T7jem(m—1) 0.
(m=2)m - | (m=2)m -

[3] - Jednalinae 3 " =0nemareSenjajerjele 3 '|=1zasvemeN.

Uzimajuci u obzir gorenavedeni uslov m > 7, dobijamo da je skup reSenja
jednaline [3’] skup S3 = {6k+2 | ke N}.

(b.2) Na isti nacin kao pod (b.1) dobijamo isto reSenje:
o m-2 27 . \—2
P () =0 o m(m—z)((e—sul) —(6_7]1) ):0 o
o meS¢g ={6k+2| ke N}
Prema tome, r|p ako i samo ako
meS =8 NS,NSyNS4NSsNSe ={6k+1| ke N}Nn{6k+2| ke N} =0.

Dakle, polinom 7 ne deli polinom p ni za koje m € Z. v

Zadatak 8.48 Fuktorisati polinom p(x) = x* + 1 nad poljem R.

w ReSenje: Ocigledno je p(x) > 0 za sve x € R, tj. polinom p nema realnih korena,
tako da p nema prostih linearnih faktora. Sledi (vidi (8.23)) da se p mozZe rastaviti
tacno na dva kvadratna faktora, koje treba odrediti.

Prvi nacin
p(x)=x4+1=(x2+ax+b)(x2+cx+d)=

=x*+(@a+o)x’ +(ac+b+d)x* +(ad+bo)x+bd <
o (a+c=0Aac+b+d=0ANad+bc=0Abd=1) o
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1 1
o (a=—cAb¢oAd¢0Ab=3 /\—62+3+d=0/\—cd+2=0) o

1 1 1
& (a:—c/\biO/\d#O/\b:E/\c2=‘—1+d/\c(3—d):0) [*].

1
Poslednja jednakost vazi ako je c =01ili d = 7 te dalje sistem jednacina [*] reSavamo
diskusijom po ova dva slucaja.
(a) Uslucajuc=0je

1 1
[x] & (azczOAbiO/\diO/\b:E/\E—i—d:O) =

S (a:c:O/\dzz—l),
te u ovom slucaju sistem nema resenja.
(b) Usludaju d=1 o &?=1 o d=1vd=-1) je

(b.1) zad=1:
<] o (b=d=l1Aa=-crc=2) &
= ((b:d:l/\az\/z/\cz—\/i)v

\/(bzd:l/\a:—\/z/\c:\/z)) =

s p)= (x2+ Vox + 1>(x2— ‘/§x+ 1);

(b.2) zad=-1:
[«] o (b=d=-1Aa=-cAc?=-2),
tj. ni u ovom slu¢aju nema reSenja.

Dakle, jedino refenje'® zadatka je p (x) = ()c2 + V2x+ 1)(}52 - V2x+ 1).

Drugi nacin
Do faktorizacije u R moZemo do¢i pomocu faktorizacije u C, jer se kompleksni koreni
polinoma p lako izra¢unavaju. 1z

px)=0 o xe V-1= 4\/6’”'1={e‘1ﬂ+§k7r

ke{—2,—1,0,1}})=

- 3 =T =T - 31
= {e_nf,e_nz,enz,enf}
sledi
337 _;3z iZ iz (8.22) 1 5 2
px)= (x—e 4 )(x—e 4 )(x—e 4)(x—e 4) = (x - V2x+ 1)(x + V2x+ 1),
gde je poslednji izraz faktorizacija polinoma p nad R. vl

Zadatak 8.49 Odrediti koeficijente a,b,c € R polinoma P(x) = x> + ax> + bx + ¢ ako se
zna da su 1 i =2 njegove nule, kao i da polinom P pri delenju sa x —3 daje ostatak 10.
Za tako odredene koeficijente a,b,c € R faktorisati polinom P nad poljem R.

19Vige resenja i ne mozZe biti jer je faktorizacija polinoma uvek jedinstvena
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w ReSenje: Deleci polinom P(x) redom sa x— 1, x+2 i x—3 dobijamo ostatke koje
redom izjednacavamo sa 0, 0 i 10:

‘ 1 a b c
1 |1 a+1 a+b+1 a+b+c+1=0
211 a-1 —-a+b+3=0
‘ 1 a b c .

311 a+3 3a+b+9 9a+3b+c+27=10
ReSavajudi sistem jednacina
a+b+c+1=0, —a+b+3=0, 9a+3b+c+27=10

dobijamo a = —1, b = —4, ¢ = 4. Dakle P(x) = x> — x> —4x+4. Koristeéi da su 1 i -2
koreni polinoma P, dolazimo i do treceg njegovog korena:

|1 -1 -4 4,
11 0 -4 0
211 =2 0
odakle sledi P(x) = (x— 1)(x+2)(x—2). vl

Zadatak 8.50 Napisati normirani polinom sa realnim koeficijentima P(x) petog ste-
pena koji je deljiv sa Q(x) = x> +4, jedan koren polinoma P(x) je i, a ostatak pri
deljenju polinoma P(x) sa x— 1 je —20. Dobijeni polinom P(x) faktorisati nad poljem
realnih i nad poljem kompleksnih brojeva.

= ReSenje: Kako je P polinom sa koeficijentima iz polja realnih brojeva, iz P(i) = 0
sledi da mora biti i P(i) = P(—1) = 0 (vidi (8.21)), te je polinom P deljiv polinomom
S(x) = (x—1)(x+1) = x> + 1. Dakle, P je polinom 5-og stepena i deljiv je polinomima
Q1S koji su stepena 2, odakle sledi da je P oblika P(x) = ()c2 + D2+ D(x— ). Iz
uslova da pri delenju polinoma P(x) polinomom x — 1 dobijamo ostatak —20 sledi da
vazi (Bezuova teorema - vidi [RD05]) P(1) = —20. Uvrstavajuci poslednju jednakost u
polinom P(x) = (x> + 4)(x> + 1)(x — @) dobijamo da je —20 = P(1) = 10 — 10«, odakle
dobijamo « = 3. Dakle, trazeni polinom je
P(x) = (2 +4) (x> + D) (x—3) = x> = 3x* + 53 — 15x% +4x - 12,

a faktorizacije nad poljima R i C redom glase

P(x) = (X2 +4)(x% + 1)(x = 3) = (x = 20)(x + 2i) (x — 1)(x + 1)(x = 3). v

Zadatak 8.51 Ostaci pri delenju polinoma P sa x—1, x—2 i x+ 1 su redom 2, 3 i 6.
Odprediti ostatak pri delenju polinoma P polinomom (x—1)(x—2)(x+1).

= ReSenje: Pri delenju polinoma P polinomom treceg stepena (x — 1)(x —2)(x + 1)
se dobija koli¢nik Q(x) i ostatak koji je najviSe drugog stepena, tj. ostatak je oblika
ax®>+bx+czaneke a,b,c € R koje treba da izracunamo. Na osnovu teoreme o delenju
polinoma sledi

[*] Px)=(x-Dx=2)(x+1)0x) +ax’+bx+c.
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S druge strane, ako se pri delenju polinoma P sa x—a dobija neki koli¢nik g(x) i ostatak
[, na osnovu teoreme o delenju polinoma sledi da je P(x) = (x —a)q(x) +f3, te koristeci
zadane uslove dobijamo da je

(1] P(x) =(x=1Dgi(x)+2,

(2] P(x) = (x=2)g2(x) +3,

[3] P(x)=(x+1)g3(x)+6,

za neke koli¢nike g1(x), g2(x) i g3(x). Ako u poslednju jednakost uvrstimo redom
brojeve 1, 2 1 —1, to koriS¢enjem i prve tri jednakosti dobijamo sistem jednacina

2Py Yatpe,
38 po)yYagsop+e,
62 PnYa-b+c,

Ako prvu jednacinu pomnozZenu sa —4 dodamo drugoj, zatim prvu jednacinu oduz-

memo od treée, dobijamo

a+ b+ ¢c=2 = a=1
—2b—-3c=-5 = c=3
- 2b =4 = b==-2

Dakle, ostatak pri delenju polinoma P polinomom (x— 1)(x—2)(x+ 1) je x> —2x+3. @

Zadatak 8.52 Neka su P(x) = x> —2px”> + p>x— ¢ i Q(x) = x> — px+ g polinomi nad
poljem C, gde je p,q € C. Dokazati da su nule polinoma P kvadrati nula polinoma Q.

w Resenje: Polinom Q je treceg stepena, te nad C tri nule xy, x, x3. Treba dokazati da
su x%,x%,x% nule polinoma P. S obzirom da su x;,x,,x3 nule polinoma Q ako i samo
ako za polinom Q vaZe odgovarajuce Vijetove formule, a x7,x3,x3 su nule polinoma P
ako i samo ako vaze njima odgovarajuce Vijetove formule, tvrdenje moZemo dokazati

tako $to ¢emo dokazati slede¢u implikaciju:

Xi+x+x3=0 [Q1] xi+x§+x2=217 [P1]
xX1x+xx3+x1x3 = —p  [Q2] = x%x% + xzxg + xix% =p*> [P2].
x1xx3 = —q [Q3] x%x2x3 =q¢> [P3]

Neka vaZe jednakosti [Q1], [Q2] i [Q3].
[P3] Kvadriranjem [Q3] dobijamo [P3].

[P1] Kvadriranjem [Q1] dobijamo

[Q2]
0=(x1+x +x3)2 = x% +x§ +x§ +2(x1 X2 + xpX3 + X1X3) = x% +x§ +x§ -2p,

odakle sledi [P1].

[P2] Kvadriranjem [Q2] dobijamo

[
p2 = (X1x3 + X2Xx3+ x1X3) = x%x% + x%x% + x%x% +2x1x2x3(x1 + X2 + x3)
_ 22,22, .22
= X7X5 +X5X5 + X( X3,

odakle sledi [P2]. vl

QalQ1]
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Zadatak 8.53 Neka su f(x) = X423 =2x2-3x-1i glx)= - -2x-1 polinomi
nad poljem R, i neka je r = NZD (f, g). Odrediti sve prirodne brojeve n za koje polinom
r deli polinom t, (x) = (x + 1)1993 +x".

w Resenje: Euklidovim algoritmom izracunavamo polinom r.

korak 1:
S+ 24t —2x2-3x = 1): (0 =xF-2x-1) =x+2
—( -3 =2x2- Xx)
2x + %3 - 2x-1
_(2x4 —2x2— 4x—2)
B+2x2+ 2x+1
korak 2:
(x4 - x2-2x —1): (P +2x% +2x+ 1) =x-2

0+ 283 +2:%+ x)
—2x3-3x%— 3x-1
—(2x° —4x> - 4x-2)

2+ x+1

korak 3:
B+ 282 +2x +1): (P +x+1D)=x+1
—(x3+ 2+ X)

2+ ox+1
—(2+ x+1)
0

Sledi da je (x) = x> + x+ 1. Shodno napomeni na strani 163 o faktorizaciji polinoma
od kojih je jedan deljiv drugim, da bi polinom r bio delilac polinoma #,, svaki kom-
pleksni koren zg reda m polinoma r mora biti i koren reda k > m (dakle reda najmanje

1 V-3

k) polinoma #,. Kompleksni koreni polinoma r su xj 3 = ~5 +1 )

jednostruki, te oni moraju biti i bar jednostruki koreni polinoma ¢,, odnosno mora da

. \21 . 2
vailtn(eﬂgr):Oltn(e 113"):(),

(e -0m0(e¥) )

=¢*3,ionisu

1993, ,\n 1993

= e3+1 (e“T) =O/\(e"‘3+1) ( “?):0 =
3T\\1993 2 A5 ( it 1993 3o (8.13),[1]
= eSe3+e 3)) +e'3 =0 A (e 3(e +e 3)) +e S
19927r 1993 5 2nm 993;: 1993 5 2nm
= cos— +e'"3 =0 A e 2005§ +e '3 =0| o
2nm
o (66647rn+ M 4 02 _ g A o O0Ami-dmi | i —O) o
- 1. ) 2

o (6664m oL A e—664m_e—§m+e—n¥=0) 2



186

e (e%”ﬂz e NS LR ) PN
o [(Hez %71’+2k7r=2n+37r A TkeZ, —§7r+2k7r=3_2n7r d
& (dkeZ,1+6k=2n+3 AN dkeZ,-1+6k=3-2n o
o (JkeZ,n=3k—-1 AN JkeZ, n=2-3k) o
o (me{3k-1|keZ} N ne{2-3k| keZ}) g
o nef{3k-1|keZ}.
[1] - Vazi cos(—%) =cos%.
[2] - Vazi 647 = &0 = 1.
[3] - Vazi —e¥t = —1 . ¥l = ¢ . ¥ = p(eti
[4] - MnoZeéi obe jednakosti sa %
[5]1-{3k—1| keZ}={2-3k| keZ)}.
Pri tome je n parametar iz skupa N, te je krajnje reSenje
ne{3k-1|keZ)NN={3k—-1| keN}. vl

IZ= Neka je F = (F,+,) proizvoljno konacno polje sa m elemenata. Neka je © nula
(neutralni element operacije +) tog polja. Tada vazi (vidi [RD05])
Yae F\{D}, a" =1 = Yae F\{O},d"=a

= Yae F\{O}, d"-a=0

= YaeF, a"—a=0.
Prema tome, polinomu x” — x odgovara polinomska funkcija koja je identicki jednaka
O, te koristedi identitet a” — a = O mozemo konstruisati razli¢ite polinome koji imaju
iste odgovarajuée polinomske funkcije. Na primer, u polju Z3 vazi
VaeF, 1+a*>=1+0+d®=1+d°-a+d®>=1+2a+d*+d*> = ...

tako da polinomi x>+ 1, x> + x> +2x+ 1, ... imaju jednake polinomske funkcije.

Zadatak 8.54 Neka je p(x) = x* +ax® + bx® + cx +d polinom nad poljem 7. Za koje
vrednosti parametara a,b,c,d € 73 je polinomska funkcija polinoma p jednaka poli-
nomskoj funkciji nula-polinoma?

= Resenje: Polinomska funkcija nula polinoma O je nula-funkcija, te treba da nademo
vrednosti a,b,c,d € Z3 za koje vazi Vx € Z3, p(x) = 0. Svode(i sistem linearnih jedna-
¢ina p(0)=0 A p(1)=1 A p(2) =0 na trougaoni oblik (drugu jednacinu dodajemo
na treéu, a zatim prvu jednacinu stavljamo na mesto trece)

d = 0
+ a + b + ¢ +d =0 =
I + 2a + b + 2c = 0
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a + b + ¢

+
= 2b  + +

SN
I
S = N
U
S
I
(V)

(1 puta neodreden sistem) te su reSenja

(a7b?c’d) E { (za’ 2,&,0) | a’ e ZS} = {(0’27090)’ (292’ 1’0)7 (l’ 2’270)}'
Dakle, polinomi

p1(x) =x"+2x7,

p2(x)= 423 +2x2 +x,

p3(x) = x* + 13 +3x% +3x,

imaju nula-funkciju kao odgovarajucu polinomsku funkciju. vl

Zadatak 8.55 Neka je F = (F,+,-) proizvoljno polje, neka je p(x) = x* —ax® —bx—c
polinom nad poljem F, i neka su a,b,c,d € F koreni polinoma p.

(a) Dokazati da vaZe sledece jednakosti
(D) d==b-c, () b2+bc+c*=0, (3) be(b+c)=-b, (4)ab=—c.
(b) Za F = C, izracunati vrednosti a,b,c,d za koje je p(0) # 0.

= ReSenje:

(a) Kako su a,b,c,d € F koreni polinoma p, na osnovu Vijetovih formula sledi
[1la+b+c+d=a, [3] acd + bed + abe + abd = b,
[2] cd +ab+ac+ad+bc+bd =0, [4] abcd = —c.
Iz [1] direktno sledi (1). Uvrstavanjem (1) u [2] dobijamo (2). UvrStavanjem (1)
u [3], i koristeéi (2) dobijamo
acd +bed + abc +abd = b

—ach—ac? = b c—bc* +abc—ab* —abc = b

=
= —acb-ac®—b*c—bc*—ab*=b

= —a(ch+c+b?)—bcb+c)=b

= —bcb+c)=b

= (3.

Uvrstavanjem (1) u [4], i koriste¢i (3) dobijamo
abed = —c

= —ab*c—abc?® = —c

= —albe(b+c))=-c
= —a(-b)=-c
= @).

(b) 1z 0 # p(0) = 0* —a0® — b0 — ¢ sledi ¢ # 0. Dalje, iz (4) i c#0sledia#0 i
b # 0. Deleci (3) sa b # 0 dobijamo jednakost b = —c — %, ¢ijim uvrStavanjem
u (2) sledi ¢+ 1+ CLZ = 0, odnosno, mnoZenjem sa ¢> # 0 dobijamo jedna¢inu

2 . .. . .
(cz) +¢+1 =0 po c. Uvodeéi smenu ¢ = ¢ dobijamo kvadratnu jednadinu
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2 +t+1=0 &ja su reSenja t 1+'\/§ eFiiy IPE] e 3 e

= = —— 1— = = —-1— = s
! R ) 2= 71

vraéajuéi smenu ¢ = Vf dobijamo 4 reSenja za c:

c —eiir"‘—1+1'1\/§ c —e_zT"ﬁ— ! 1'1\/§

1=et =5 > 2= =73 >

c e_l“—l—n\/§ cs=eTi 1 nﬁ

T R R

Koristeéi vezu b = —c — % i Qjlerove formule (8.13) dobijamo odgovarajuca 4
reSenja za b:

by = —(e%i1 +e_73’rf‘) = —ZRe(e%ﬁ) = —2% =-1,

by = —(e_%l +e%ﬂﬁ) = —27%6(6%”) =-2- (—%) =1,

by= (e B +el) = 2Re(eT) =25 = -1,

by = —(e%”ﬁ +e—%”ﬁ) - —Me(e%”ﬁ) - —2-(—%) -1,

Koristeci vezu (4) tj. a = 7, gde je b; # 0, dobijamo odgovarajuca 4 reSenja za a:

a) = —e%rﬁ’ a=e 23”]1 az = —efgi a4 = 923”“
Koristeéi vezu (1) tj. d; = —b; — ¢;, dobijamo odgovarajuéa 4 reSenja za d:
3 .V3 1 . V3) 3 V3
"‘-‘1‘(‘ )“5‘“? % -1‘(‘5‘117]-5“7
3., V3 1 .V3) 3 . V3
:—1— —_—1— | = — — :1— —_— ] — :——.—.
d3 ( i ) 7 i dy [2+n2)2n2
Prema tome, skup reSenja za (a,b,c,d) je
P CI xﬁ 3 ,V3)(LL V3, 1 V33 N3
PRI R T R N B T R B I RN
NLNAPR I P I SRR X L NP TP WP CIE SIS
2 2 2 "2 2 )7L 2 2772 272 2 .QT

Zadatak 8.56 U skupu celih brojeva 7. resiti jednacinu x" + xX""' + ...+ x+p =0, gde
jeneNipeN jeprost broj.

w Resenje: Polinom Q(x) = x" +x"~! +...+ x+ p = 0 ima celobrojne koeficijente, te su
nad poljem Q koreni polinoma Q obllka © gde je m|p i k|1 (vidi stranu 163), odnosno,
kako je p prostbroj, me {1,—1,p,—p}ik e {1,—1}. Dakle, svi racionalni, pa samim tim
i svi celi koreni polinoma Q pripadaju skupu {1,—1, p,—p}. Proverom ovih kandidata
za reSenje dobijamo

(@ 0()>0iQ(p)>0;
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p#0 , zaparnon
p—1#0 , zaneparnon ’

(b) Q(—1)={

(©) Q(=p)=p*-p*+p*—...+(-D)"p",

(cl) zan=1je Q(-p)=-p+p=0;

(c.2) za n > 2 se matematickom indukcijom lako dokazuje da za parno n > 2
vazi Q(-p) = p* = p> + p* — ...+ (=1)"p" > 0, dok za neparno n > 2 vazi
Q(=p)=p*=p>+p*—...+(=1)"p" < 0; sledi dokaz ovog tvrdenja za parno
n, a na isti na¢in se tvrdenje dokazuje i za neparno n:

* zan=2je Q(-p)=p* >0;

% pretpostavimo da tvrdenje vaZi za n = 2k:
O-p)=p*-p*+p*—. +(=D*p*=1>0;

* dokazujemo da tvrdenje vaziizan =2k+2:
Q(=p)=pr—p3+p*—...+ pPk— ph+l | p2ks2 =
= 1= p?Hl g p22 =y 2 ()50
(erje p>1).

Rezime: za n = 1 je —p jedino celobrojno resenje jednacine Q(x) =0, a za n > 0 po-
smatrana jednacina nema celobrojnih resenja. vl
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Glava 9

Matrice, determinante i sistemi
linearnih jednacina

9.1 Matrice i i osnovne operacije sa matricama

Neformalno, matrica A formatam X n nad poljem F = (F, +, ) je ,,pravougaoni blok”
elemenata polja F, tj.

a1 a2 ... dip
aj | 02’2 . az,n
am1 Am2 .- Amn

gde je a;; € F. Dakle, element g;; se nalazi u i-toj vrsti i j-toj koloni. Matrica je
kvadratna ako je m = n.

D SaA= [ai jlmxn Cemo oznaCavati matricu A formata m X n Ciji su elementi a; ;,
ie{l,...,m}, je{l,...,n}.

®  Nula-matrica nad poljem F = (F,+,-) (formata m x n) je matrica &iji su svi ele-
menti nule polja F. Oznacavacemo je sa ©, odnosno sa ©,,x, ako je potrebno naglasiti
kog je formata, tj. u slu¢ajevima kada to nije iz konteksta jasno.

Q Jedini¢na matrica nad poljem F = (F, +,-) je kvadratna matrica (formata n x ) &iji
su svi elementi na glavnoj dijagonali jedinice polja F, a ostali elementi su nule polja
F. Oznacavacemo je sa I (takode je uobiCajena i oznaka E), odnosno sa I,x, ako je
potrebno naglasiti kog je formata, tj. u slu¢ajevima kada to nije iz konteksta jasno.
Osnovne racunske operacije sa matricama su sabiranje matrica, mnoZenje matrice ska-
larom, i mnoZenje matrica:
1. Matrice se mogu sabirati samo ako su istog formata. Za matrice A = [a; jlnuxn

i B = [b; jluxn, njihov zbir je matrica C = [c¢; jluxn (takode formata m X n) Ciji

su elementi jednaki zbiru elemenata matrica A i B sa odgovarajucih pozicija, tj.

A+ B = C gde su elementi matrice C = [¢; j]uxn definisani sa
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\/ie{l,...,m},Vje{l,...,n}, c,-,j:a,-,j+b,-,j.

2. Matrica se skalarom (iz istog polja iz kojeg su elementi matrice) mnoZzi tako §to
se svaki element matrice pomnoZi tim skalarom. Za matricu A = [a; j],uxx 1 skalar
A je proizvod skalara A i matrice A matrica C = [¢; j]mxn = 4+ A (takode formata
m X n) gde su elementi matrice C = [¢; j]mx» definisani sa

ViE{l,...,m},VjE{l,...,I’L}, c,-,jz/l-a,-,j.

3. Matrice se mogu mnoziti samo ako je broj kolona prve matrice jednak broju
vrsta druge matrice. Za matrice A = [a; jlnxk 1 B = [b;,jlixn, njihov proizvod je
matrica C = [¢; jluxn = A - B (broj vrsta je jednak broju vrsta prve matrice, a broj
kolona je jednak broju kolona druge) Ciji je svaki element ¢; ; jednak ,,proizvodu
i-te vrste matrice A i j-te kolone matrice B, tj. A- B = C gde su elementi matrice
C = [¢i, jlmxn definisani sa

k
Vie(l,.omp, Vjell,..n), cij= ) ai-by;.
=1

4. Razlika matrica A = [a; jlmxn 1 B = [b; jlmnxn j€ zbir matrica A 1 —B = [~b; j1nxn.
tji. A-B=A+(=1)-B=la;;—bi jluxn.

5. Transponovana matrica matrice A = [a; | ux je matrica AT =[a iilnxm, tj. matrica
dobijena od A tako §to svaka i-ta vrsta matrice A postaje i-ta kolona matrice A” .

N Za proizvoljnu matricu A, U izrazima kao $to su A + O i Al podrazumevamo
da su O i I matrice odgovarajuceg formata, tj. da je © formata m X n, a [ formata n X n.

& Kada god ne naglasimo drugatije, podrazumevacemo da je matrica nad poljem
realnih brojeva R.

Ne treba mesati mnoZenje matrice skalarom i mnoZenje determinante skalarom.

Matrica se mnoZi skalarom tako Sto se svaki element matrice pomnoZi tim skala-
rom, a kao Sto ¢emo videti kasnije, determinanta se mnoZi skalarom tako $to se ele-
menti jedne vrste ili kolone pomnoZe tim skalarom.

= Sabiranje matrica odgovarajueg formata je asocijativna i komutativna opera-
cija. Neutralni element pri sabiranju matrica odgovarajuéeg formata je nula-matrica, a
inverzni element matrice A = [a; j]nx, pri sabiranju je —A = [~a; jlnxn-

Primer 9.1 Neka su

: 2 3 -1
[ 2 s —4] 1 =3 —2] _
A= , B= . C=| -2 1 4 |,
[—3 6 -1 2 4 4 s . 3
-3 2 1 (-3 2 —4
p=|-1 -1 2|, E=|-5 -1, F=| 3
305 -4 4 2 -2

matrice nad poljem R. Tada je npr.

32 -6 |
-5 10 3 | A_B‘[

(a)A+B=[ |2 s
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5 1 -2
-1 2 2 |
2 -3 1
-2 -5 4]

-1 5 0
-3 0 6
8 7 -7

C+D= , C-D=

3 -6 1

dok, na primer, zbirovi A+ C, B+ E, E+F, ... nisu definisani;
2 -3
5 6
-4 -1

A+D =4, (D—A:—A:[

2 -2 5
3 1 2
-3

C’ =

], e

(d) A% = A-A nije definisano,
A - B nije definisano,
-26 -1
-23
-47 -9
=25
C - A nije definisano,

(b) AT =

4 6 =2
4 2 8
10 4 -6

6 4
-10 -2
5 4

(€ 2-C=

\, e

=21
vee| 2|

2=

C - B nije definisano,
-7 7
14 3
-9 11
[ -25 -1
17 3
| -37 2
[ -12 -3
-7 =31
| 2 32
E - C nije definisano,

13
-6
12

C’=C-C= , C-D=

12
12 |,

21

. C-F=

10
21
-18

=7

E-A= , E-B=| -3

17 14
-11 6 |

E - D nije definisano,

E? = E - E nije definisano,

E - F nije definisano,

F-A F-B F-C,F-D, F-EiF?*=F-F nisu definisani.
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i FT=[—4 3 —2];

|

4

Teorema 9.1 Neka je M, skup svih matrica formata m X n nad poljem ¥ = (F,+,-).
Uredeni par M, = (M, +) je komutativna grupa. Neutralni element je nula-
matrica O, tj. za svaku matricu A € Myxy, vaZi A+ O = O +A = A, a za proizvoljnu

matricu A = [a; jlnxk, njoj inverzni element je matrica —A = [~a; j|mxk-
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I’= MnoZenje matrica odgovarajuéeg formata je asocijativna operacija. Neutralni
element pri sabiranju matrica odgovarajuéeg formata je jedini¢na matrica. Za neke
matrice postoji inverzni element pri mnoZenju matrica, tzv. inverzna matrica, a za neke
ne.

Teorema 9.2 Neka je M, x, skup svih matrica formata n X n nad poljem F = (F,+,").
Uredeni par M, = (Mpxn, ) je asocijativan grupoid sa neutralnim elementom. Neut-
ralni element je jedinicna matrica I formata n X n, tj. za svaku matricu A € My, vaZi
A-1=1-A=A. Kao §to ¢emo videti kasnije, neke matrice skupa M, x, imaju inverzni
element, a neke ne.

U opstem slucaju, mnoZenje matrica nije komutativna operacija. Matrice A i B
¢ak mogu biti takvog formata da je proizvod A - B definisan, a proizvod B - A nije
definisan.

MnoZenje matrica je i distributivno u odnosu na sabiranje matrica, tj. za matrice A,
Bi C odgovarajuceg formata vaziA-(B+C)=A-B+A-Ci(B+C)-A=B-A+C-A.

Teorema 9.3 Neka je M, x, skup svih matrica formata n X n nad poljem F = (F,+,").
Uredena trojka Myx, = (Myuxn, +, ) je prsten sa jedinicoml.

& Matrica A je idempotentna ako je A-A = A.
& Matrica A je involutivna ako je A-A = 1.
& Matrica A je skalama ako je oblika A = A- I za neki skalar A.

& Matrica A je nilpotentna ako postoji n € N takvo da je A" = O (nilpotentna matrica
mora biti kvadratna matrica da bi A” bilo definisano).

9.2 Determinante

Oznacimo sa S, skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}. Svaka permutacijac e S,
skupa {1,2,...,n} je jedna bijektivna funkcija tog skupa, odnosno

1 2 n

Tl o) 0@ ... o) |

> Owu permutaciju je uobicajeno da skraceno zapisujemo sa (o (1) o7 (2) ... o (n)).
Ako je i < jio (i) > o(j), tada uredeni par (o (i), (j)) nazivamo inverzijom per-
mutacije 0. Broj svih inverzija permutacije o ¢emo oznacavati sa Inv o, odnosno
imamo da je Invo = [{ (o (D),0())) | i< j A o (i) > o (j)}|. Za permutaciju o vazi
Invim,oc(2),03)...cn)=m—-1+Inv(c(2),0(3)...0(n)).
Na primer, broj svih inverzija permutacije (35 1 4 2) dobijamo tako $to brojimo sve

cifre desno od trojke koje su manje od tri, i kojih ima 2, desno od petice i manjih od pet
ima 3, desno od jedinice a manjih od jedan ima 0, desno od Cetiri a manjih od Cetiri ima

10vaj prsten nije komutativan, i u njemu postoje delitelji nule
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1, i desno od dvojke a manjih od dva ima 0. Dakle, posmatrana permutacija (3514 2)
ima ukupno 2 +3+0+ 1 + 0 = 6 inverzija.

Detenminanta kvadratne matrice je jedna od najvaznijih karakteristika kvadratnih
matrica. Za kvadratnu matricu A = [ai, j]nxn’ vrednost njene determinante se izracunava
po formuli

det(A) = Z =D a15(1ya202) - - - Anoriny- 0.1
gesSy
IZ= Ako se ne naglasi drugacije, podrazumevamo da su determinante zadane nad
poljem realnih brojeva.

Pri izraCunavanju determinanti ¢emo koristiti neke od sledeéih njihovih vaznih oso-
bina.

[D1] Ako je matrica A’ dobijena od matrice A tako Sto su i-ta vrsta i j-ta vrsta (ili
kolona) zamenile mesta (gde je i # j), tada je detA’ = —detA.

[D2] Ako su dve vrste (kolone) u matrici A jednake ili proporcionalne, tada vaZzi da je
detA =0.

[D3] Determinanta se mnozi skalarom (brojem) tako $to se svi elementi neke vrste (ili
kolone) pomnoZe tim skalarom, odnosno, ako se i-ta vrsta (kolona) matrice A
pomnozi skalarom A, dobija se matrica A’ za koju vazi detA’” = AdetA.

[D4] Ako su svi elementi neke i-te vrste (kolone) matrice A jednaki nuli, tada vazi da
je detA =0.

[D5] Ako je matrica A’ dobijena od matice A tako §to je neka i-ta vrsta (kolona) ma-
trice A pomnozena skalarom A dodana nekoj j-toj vrsti (koloni), tada vazi da je
detA” = detA.

[D6] Oznacimo sa M; ; matricu koja se od matrice A = [ai, j]w dobija tako Sto se iz
matrice A izbace i-ta vrstai j-ta kolona. Determinantu A razvijamo po k-toj vrsti,
odnosno po k-toj koloni na sledeéi nacin:

n
detA= ) (-D)"My;,  detA=

n
j=1 i=1

(1" M.

[D7] Ako su u nekoj k-toj vrsti (ili koloni) svi elementi matrice A = [a,-, j]nxn oblika

a,j= b,’(’j + c,’c’j, tada je detA = det B+det C, gde su elementi matrica B = [b,-, B
iC= [c,-,j]m dati sa
J b;’j , i=k > b cl’.,j , =k
[D8] Za svaku kvadratnu matricu A formata n vazi det(14) = 1" detA.
[D9] Za svake dve kvadratne matrice A i B formata n vazi det(AB) = detA - det B.

[D10] Za su svi elementi kvadratne matrice A ispod (iznad) glavne dijagonale jednaki
nuli, tada je detA proizvod elemenata sa njene glavne dijagonale.

nxn

Osobina [D10] ne vazi za matrice Ciji su elementi iznad (ispod) sporedne dijago-

nale jednaki nuli. U ovom slucaju treba nekad, u zavisnosti od formata n matrice,
uzeti predznak minus ispred proizvoda elemenata sa njene glavne dijagonale, ali pra-
vilo za koje n treba uzeti predznak minus je sloZeno.
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I’= Izacunavanje determinante formata 3 X 3 po definiciji se svodi na tzv. Sarusovo
pravilo (vidi zadatak 9.1 pod (2)).

Sarusovo pravilo se moZe koristiti samo u slucaju determinante formata 3 x 3.
Primenom na determinantu nekog drugog formata se dobija pogreSan rezultat.

I’= Postupak (primena osobina determinanti) izraCunavanja determinanti je isti nad
bilo kojim poljem.

Zadatak 9.1 Izracunati determinante

s 1 1 -1 2
(1)D1: 5 —4 7 (Z)DZ: 5 1 -4 >
1 -3 3
1 2 0 -1 a a a a
2 3 -1 0 a b b b
@Ds= g 1 o g4 W=, o oo
-1 0 4 -1 a b c d
w ReSenje:
(1) Po definiciji, determinantu formata 2 X 2 izracunavamo po formuli
ccz fl =ac—bd,takodaje D; =2-(-4)-(-1)-5=-3.

(2) Izacunavajuci determinantu po definiciji, Sto se, samo u slucaju determinante
formata 3 x 3, svodi na poznato Sarusovo pravilo dobijamo

D,

=1-1

5 1

Ba(=1)(=4)-1+2:5-(=3)=(2-1-1+1-(=4)- (=3) +(=1)-5-3) = =22.

@ Sarusovo pravilo se ne moZe primenjivati na determinante koje nisu formata 3 x 3.

(3) Izacunavajuci vrednost determinante po definiciji dobijamo

D5 =

=1D°1-3-2-(=D)+(=D'1-3-4- 4+ (=1D*1-(=1)- (=) - (=) +
+(=1D1-(=1)-0-4+(=D*"1-0-(=1)-4+(=1)°1-0-0-2+
+(=1%2-2.2- (=D +(=1)2-2-4-4+(-D32- (=) - (=) - (1) +
+(-1D22-(-1)-(=1)-4+(-D'22.0.0-4+ (-D"2.0-(-1)-2+
+(=D20-2-(=1)- (=) +(=D'30-2:0-4+(-1D)'"0-3-0-(-1) +
+(=1)'20-3-(=1)-4+(=1)'°0-0-0-0+(=1)'70-0- (-1)- (-1) +
+(-DBD 2. (=D-4+=DP(=1)2:0- 2+ (=D (=1)-3-0-4+
+(=D?N(=D-3- (=) 2+ (=D?*(=1) - (=1)-0-0 +
+(=DPD (=D (=D (=) = -2,

Da bi smo izbegli ovakav golemi racun (kod determinante formata n moramo
izvrsiti u opStem slucaju n! sabiranjain!(n — 1) mnoZenja), determinante formata
veceg od 3 skoro uvek ra¢unamo koristeéi osobine determinanti. Od ovog pravila
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odstupamo samo u retkim slucajevima kada je determinanta tako specificna da
ju je lakSe izracunati po definiciji.

1 2 0 -1 1 2 0 -1 1 2 0 -1
D m|o -1 -1 2 |0 -1 -1 2 (3|0 -1 -1 2 -
3710 -1 2 4 ]7]l0o 0 3 2]7l0 0 3 2|
0 2 4 =2 00 2 2 0 0 0 3

pri ¢emu smo primenjivali sledece transformacije:

[1] - prva vrsta pomnoZena sa —2 se dodaje na drugu vrstu, i prva vrsta se dodaje
na cetvrtu;

[2] - druga vrsta se oduzima od trece, i druga vrsta pomnozZena sa 2 se dodaje
cetvrtoj vrsti;

3] - treca vrsta pomnoZena sa —% se dodaje Cetvrtoj vrsti;

[
[4] - determinanta koja ispod glavne dijagonale ima nule, jednaka je proizvodu
elemenata na glavnoj dijagonali.

a a a a a a4 a
1 b b b 2 3
4) DY Z PO Qu-o-la b b|Z2wW=0)(c=b) Z Z -
000 d-c a b oc

Y- -(c-b)-b-a)-a

pri ¢emu smo primenjivali sledeée transformacije:
[1] - oduzimanje trece vrste od Cetvrte;
[2] - razvijanje determinante po Cetvrtoj vrsti;

[3] - oduzimanje druge vrste od trece, i nakon toga razvijanje determinante po
trecoj vrsti;

[4] - ponovimo prethodni postupak ili determinantu izracunamo po definiciji.

Zadatak 9.2 Nad poljem kompleksnih brojeva izracunati sledece determinante (D, je
formata nxn):

a+b a a a
a a+b a a
(@ D,=| ¢ a a+b - a
a a a a+b
1 a2 - q"
a’ 1 a an—l
(b) Dn _ an—l at 1 an—Z
a a o 1




198

w ReSenje:
na+b na+b na+b --- na+b
a a+b a a
(a) D, (] a a a+b - a _
a a a a+b
1 1 1 1
a a+b a a
[i](na+b)’ a a a+b -+ a |_
a a a a+b
1 0 0 0
a b 0 0
D a+pya 0 b 0O &Gyl
a 0 0 --- b

pri cemu smo primenjivali sledece transformacije:

[1] - drugu, trecu, Cetvrtu, ..., n-tu vrstu dodamo na prvu;

[2] - izvlaCimo na + b iz prve vrste;

[3] - prvu kolonu oduzimamo od druge, trece, Cetvrte, ..., n-te kolone;

[4] - ako su svi elementi iznad (ispod) glavne dijagonale jednaki nuli, tada je
determinanta jednaka proizvodu elemenata sa glavne dijagonale.

1 0 0 0
a' 1—a"! 0 0

(b) D, [é] a"! 0 1—a™! ... 0 [é](l_arﬁl)n
a 0 0 R R

pri cemu smo primenjivali sledece transformacije:

[1] - (n—1)-u kolonu pomnoZenu sa —a oduzmemo od n-te, (n—2)-u kolonu
pomnoZenu sa —a oduzmemo od (n—1)-e, (n—3)-u kolonu pomnoZenu sa —a
oduzmemo od (n —2)-e, ..., prvu kolonu pomnoZenu sa —a oduzmemo od druge
(obratimo paznju na redosled);

[2] - ako su svi elementi iznad (ispod) glavne (sporedne) dijagonale jednaki nuli,
tada je determinanta jednaka proizvodu elemenata sa glavne (sporedne) dijag%
nale.

Zadatak 9.3 Zaa,b,c,d € C, nad poljem kompleksnih brojeva izracunati determinantu
a b ¢
b i+1 d
c d d

D=

i
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a b c
w Resenje: Zad =0 je otigledno D=| b i+1 0 |=-c?(i+1),azad # 0 odu-
c 0 O
zimanjem trece kolone od druge, i dodavanjem treée kolone pomnoZene sa —cfl prvoj
a— % b-c ¢
koloni dobijamo D=| b—¢ i+1-d d |, 1zatimrazvijanjem po treoj vrsti dobi-
0 0 d
jamo D =d- a=G  b-c :d(ﬂ(ﬁﬂ—d)—(b—cf). d
b—c i+1-d d
2 21 3
. o . ; 2 4 0 3
Zadatak 9.4 Nad poljem Zs izracunati determinantu D = 34 1 1
1 1 2 3

w ReSenje: Za izraCunavanje Koristimo potpuno isti postupak kao i kod determinanti
nad poljem R, pri ¢emu racunske operacije izvodimo u polju Zs.

2310
mf{2 0 0 0| 2310 310
D= Z2.(-D** 3 1 4(==2-{3 1 4]|=
3.3 14 4 2 4 4 2 4
1 4 2 4
310 310
=3.03 1 49304 4 0 [i]3-4-(—1)3+3-‘i H:z-‘i i ol
4 2 4 2 4

=2-34-14)=2-2-4)=2-(-2)=2-3=1,
pri ¢emu smo primenjivali sledece transformacije:

[1] - prvu kolonu pomnoZenu sa —2 = 3 (inverzni element za 2 pri sabiranju) doda-
jemo drugoj koloni, i prvu kolonu pomnoZenu sa _3 =-3.2"=3.3=-4=1"
je inverzni element za 2 pri mnoZenju) dodajemo cetvrtoj koloni.

[2] - razvijamo determinantu po prvoj koloni;

[3] - trecu vrstu pomnoZenu sa —1 = 4 dodajemo drugoj vrsti;

[4] - razvijamo determinantu po trecoj vrsti;

[5] - poslednju determinantu ra¢unamo po definiciji. v

9.3 Sistemi linearnih jednacina

Posmatrajmo sistem S linearnih jednacina
a1 xy +ajpxy+...+appx, = by
az1xy +azpxy +...+axxy = b2

A1 X1+ A X2+ ... + AypXn =Dy
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nad poljem R = (R, +,-), gde su a;;,b; €R, i1 € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n} koeficijenti,
ax; €R,ie(l,2,...,n} promenljive sistema.

& Sa Ry éemo oznalavati skup reSenja sistema S linearnih jednacina.

Transformacije ekvivalencije sistema, kojima se ne menja skup Ry reSenja sistema
su sledeée transformacije:

[ESI]
[ES2]
[ES3]

[ES4]

zamena mesta i-te i j-te kolone (tj. promenljive) u sistemu;

zamena mesta i-te i j-te jednacine;

mnoZenje neke jednacine konstantom k # 0 (gde je O ,,nula”, tj. neutralni element
operacije + polja R = (R, +,"));

dodavanje neke i-te jednacine pomnozZene sa k € R nekoj j-toj jednacini.

Primenom ovih transformacija, Gausovim postupkom eliminacije od polaznog sistema
pravimo ekvivalentan sistem u ,,trougaonom obliku”:

CiiX1+cCipxp+c13x3+ ... +CipXp+...+CrpXy = d1
C22X2+C23X3+ ...+ Cop Xkt ...+ CopXp = d2
C33X3+ ... +C3 X+ ... +C3Xp = d3

dy

Cikk Xk + ...+ ChnXn =
0 =k
0 = A,

gde je ¢;j,di,Ai€ Rzasvei€(1,2,..,k}, je({l,2,...,n}, l€{k+1,k+2,...,m}, i gde
jecii#0zasveie(l,2,...,k} (gde je O ,,nula”, tj. neutralni element operacije + polja
R=(R,+,).

Na osnovu trougaonog oblika donosimo zakljucke o prirodi sistema i izracunavamo
reSenja ,,zamenom unatrag” na sledeéi nacin:

ey

@)

3

=

ako je 4; #0 zaneko l € {k+1,k+2,...,m}, tada je sistem kontradiktoran (pro-
tivreCan), odnosno nema reSenja, tj. Rg = 0;

akoje 4y =0zasvelel{k+1,k+2,...,m}1k=n (sve promenljive od x; do x,
se pojavljuju na glavnoj dijagonali), tada je sistem odreden, odnosno ima tacno
jedno resenje, tj. Rg = (x’l,x’z, A X

akoje 4;=0zasvele{k+1,k+2,...,m} ik <n,tj. osim promenljivih x1,...,x
koje se pojavljuju na glavnoj dijagonali, u sistemu figuriSe joS n— k promenljivih,
tada je sistem neodreden n — k puta, odnosno pri izboru reSenja imamo n — k ste-
peni slobode, tj. promenljive x1,...,x, € R mogu uzimati proizvoljne vredno-
sti, dok x1,...,xx izraCunavamo (tj. izraZavamo preko xg41,...,X, € R) metodom
»Zamene unatrag”); geometrijski, skup reSenja n — k puta neodredenog sistema
je (n—k)-dimenzionalni linearni objekat (prava, ravan, hiperravan,...), tj. lineal
mnogostrukosti n — k (vidi poglavlje o vektorskim prostorima).

Gausov algoritam eliminacije i metod reSavanja sistema linearnih jednacina ,,za-

menom unatrag” primenjujemo na isti nacin na sisteme linearnih jednacina nad bilo
kojim poljem. Razlika je samo u racunu sa koeficijentima odnosno elementima po-
smatranog polja.
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I’= Zakljucke o prirodi sistema, kao i izraCunavanje reSenja ,,zamenom unatrag”,
moZemo doneti samo na osnovu trougaonog oblika sistema, kod kojeg je, obratimo
paznju, c;; # 0 zasve i € {1,2,...,k}.

I= Ako u nekom zadatku nije drugacije naglaSeno, podrazumeva se da dati sistem
posmatramo nad poljem realnih brojeva R.

Ako je b; =0 za sve i € {1,2,...,m}, kaZzemo da je sistem homogen. Homogen
sistem ne moZe biti kontradiktoran, jer ima bar jedno reSenje (0,0,...,0). Ako je ho-
mogen sistem S linearnih jednacina

ap1xy +aipxe +...+aypx, =0
az Xy +azaxy +...+axx, =0

Am1X1 +am2X2+ ... + ApmpXn =0
nad poljem R = (R, +,-) odreden, njegov skup resenja Ry je trivijalan nula-potprostor
vektorskog prostora (R", R, +,-), a ako je k puta neodreden, njegov skup resenja Ry je k-
dimenzionalan potprostor vektorskog prostora (R",R, +,-) (vidi poglavlje o vektorskim
prostorima).

Kramerove formule

Posmatrajmo tzv. ,kvadratni sistem” S linearnih jednacina (sa jednakim brojem
jednacina i promenljivih)
apxy+aipxat+ ... +aypx, =b1
ax1X1+axpxa+ ... +axpxy = b

An1X1 + a2 X2+ ...+ AppXy =by
nad poljem R = (R, +,-). Oznacimo sa Dy ,,determinantu sistema”

ai,l a2 ... dip
a2,1 az,z . az,n
Dg =
an,l an,z . an,n
1 oznadimo sa
ayl aip ... a1 by oayisr ... ain
a) axp ... azi1 by a1 ... ax,
Dx;: .
ap,1 ap2 ... Qpi-1 by, ati+l ... Qpn

determinante koja se dobija od determinante sistema Dg zamenom i-te kolone koefici-
jentima by, by ..., b,.

Teorema 9.4 Kvadratni sistem S linearnih jednacina ima jedistveno reSenje (odreden
je) ako i samo ako je Ds + 0, i tada se to reSenje moZe dobiti primenom Kramerovih
formula
Dy,
Dy

D;, Dy Dy,

n

X1 = , X2 =
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Kramerovim formulama moZemo izraCunavati reSenja sistema samo u slucaju
kada on ima jedinstveno resenje, tj. kada je Dg # 0. Ako je Dg =0, tada o prirodi

sistema moZemo zakljuciti samo da on nije odreden, a ostale opcije moramo ispitivati
Gausovim postupkom svodenja na trougaoni oblik, tj. tada samo iz trougaonog oblika
moZemo saznati da li je kontradiktoran ili k-puta neodreden.

I’= Gausov postupak eliminacije i metod izracunavanja reSenja sistema ,,zamenom
unatrag” je u opStem slucaju bolji metod iz sledeéih razloga:

* univerzalan je, tj. moZemo ga primenjivati na bilo koji sistem linearnih jednacina,

dok Kramerovim formulama dobijamo reSenja sistema samo kada je on kvadratni
(ima isti broj jednacina i promenljivih), i determinanta mu je razli¢ita od nule,

* efikasniji je u opStem slucaju, jer se njegovom primenom dobijaju reSenja sa

manje racunskih operacija nego primenom Kramerovih formula.

Zadatak 9.5 Sledece sisteme linearnih jednacina reSiti nad poljem realnih brojeva R.

Si1: x — y 4+ 2z = 2 Sr: x — y 4+ 2z = 2
2x - y 4+ z = -3 2x - y 4+ z = -3
5x - 3y - 5z = 1 Sx - 3y + 4z = 1
S3: x - y + 2z = 2 S4: x — y + 2z = 2
2x - y + z = 3 2x - 2y 4+ 4z = 4
5 — 3y + 4z = -4 3x - 3y + 6z = 6
= ResSenje:

(8'1) Sistem ¢emo Gausovim postupkom eliminacije svesti na trougaoni oblik trans-

formacijama ekvivalencije, a zatim ¢emo izracunati reSenja zamenom unatrag.

TR E IR + 2z = 2 2]
S & y - 3z = -7| &
2y — 15z = -9
¥ -y + 2 = 2|, z=-3,
& y - 3z = -T| e |y=-T+3z=- —%=—77,8,
_ = _ _ 78 , 10 _ 50
9z 5 X—2+y—2Z—2_j+j——j.

[1] - prvu jednacinu pomnozenu sa —2 dodajemo drugoj, a zatim prvu jednacinu
pomnoZenu sa —5 dodajemo trecoj;

[2] - drugu jednadinu pomnoZenu sa —2 dodajemo trecoj;

[3] - metodom zamene unatrag, iz tree jednacine izraCunamo z, zatim koristeci
izracunato z iz druge jednacine izracunavamo y, i na kraju koristeci izracunate z
iy iz prve jednacine izracunavamo x.

Prema tome, sistem S je jednoznacno reSiv (odreden), i skup reSenja mu je

Rs, = {(—%, —79—8, —g)} (skup resenja je skup uredenih trojki kod kojih redosled

komponenti odgovara redosledu promenljivih u zadanom sistemu).
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Drugi nacin - primenom Kramerovih formula

1 -1 2
KakojeDs =2 -1 1 |=-9#0,sistem je odreden. Primenom Kramero-
5 -3 -5
vih formula dobijamo
2 -1 2
D, 50
sz -3 -1 1 =50 = x:—:—g,
1 -3 -5 Dg
1 2 2
Dy 78
DyZ 2 —3 1 :78 = y:D_):_g’
5 1 -5 S
I -1 2
D 5
DZZ 2 —1 —3 :5 = Z:D_Z:_§’
5 -3 1 S

odnosno Ry, = {(—%,—%,—g)}.
I’ Geometrijski gledano, skup reSenja ovog sistema je tatka u prostoru R3.

(S2) Gausovim postupkom eliminacije i zamenom unatrag dobijamo

m|*x - oyt 2z = 2 x -y + 2z = 2
S, & y - 3z = -T|e y - 3z = -7
2y - 6z = -9 0 = 5

[1] - prvu jednacinu pomnoZenu sa —2 dodajemo drugoj, a zatim prvu jednacinu
pomnoZenu sa —5 dodajemo trecoj;

[2] - drugu jednadinu pomnoZenu sa —2 dodajemo trecoj.

Prema tome, sistem S je kontradiktoran, tj. skup reSenja mu je Rs, = 0.

1 -1 2
2 -1 1
5 -3 4
Kramerovih formula. Iz Dg, = 0 sledi jedino da sistem nije odreden.

I= Kako je Dg, = = 0, sistem nismo mogli reSavati primenom

(S3) Gausovim postupkom eliminacije i zamenom unatrag dobijamo

R 2z = 2 X -y + 2z = 2
S; & y — 3z = 7| & y - 3z = -7
2y — 6z = -4 0 = 0

[1] - prvu jednacinu pomnozenu sa —2 dodajemo drugoj, a zatim prvu jednacinu
pomnoZenu sa —5 dodajemo trecoj;

[2] - drugu jednacinu pomnoZenu sa —2 dodajemo trecoj.

Prema tome, sistem S3 je 1-struko neodreden (jer jednu promenljivu, tj. pro-
menljivu z koja ne figuriSe na glavnoj dijagonali moZemo proizvoljno birati), te
zamenom unatrag, redom iz druge i prve jednacine dobijamo
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(S4)

’ z=a€eR, y=3z-7=3a-7, x=y-2z+2=QCBa-7)-2a+2=a-5 ‘
tj. skup reSenja sistema je

Rsy ={(@=53a-7.0)| @ € R} ={(-5,-7,0)+(1,3,1) | @ €R}.

I’ Geometrijski gledano, skup re$enja ovog sistema je prava u prostoru R3, i
to prava koja sadrzi tacku (-5, -7, 0), a vektor pravca joj je (1,3, 1) (vidi poglavlje
o analiti¢koj geometriji). Prava je jednodimenzionalni linearni objekat, i skup

reSenja ovog sistema je prava jer je u pitanju 1-puta neodreden sistem linearnih
jednacina.

1 -1 2
IZ= KakojeDg,=|2 -1 1 [=0,sistem nismo mogli reSavati primenom
5 -3 4

Kramerovih formula. Iz Dg, = 0 sledi jedino da sistem nije odreden.

Gausovim postupkom eliminacije i zamenom unatrag dobijamo

m|x -yt 2z = 2
Ss & 0 =0
0 =0

[1] - prvu jednacinu pomnozZenu sa —2 dodajemo drugoj, a zatim prvu jednacinu
pomnoZenu sa —3 dodajemo trecoj.

Prema tome, sistem S 4 je 2-struko neodreden (jer dve promenljive, tj. promen-
ljive y i z koje ne figuriSu na glavnoj dijagonali moZemo proizvoljno birati), te
tako iz prve jednacine dobijamo

] y=a€eR, z=BeR, x=y-2z+2=a-2B3+2 ‘

tj. skup reSenja sistema je

Rs, ={(@=26+2,a,0) | a,BeR} =
={(2,0,0)+ (2, @,0) + (-28,0,8) | @,Be R} =
={(2,0,0)+(1,1,0)+5(-2,0,1) | @,B € R}.

I'= Geometrijski gledano, skup reSenja ovog sistema je ravan u prostoru R?, i
to ravan koja sadrzi tacku (2,0,0), i paralelna je sa vektorima (1,1,0) i (-2,0,1),
tj. vektor normale joj je (1,1,0) x(=2,0,1) = (1,-1,2) (vidi poglavlje o analiti¢-
koj geometriji). ravan je dvodimenzionalni linearni objekat, i skup reSenja ovog
sistema je ravan jer je u pitanju 2-puta neodreden sistem linearnih jednacina.

1 -1 2

%= KakojeDs,=|2 -2 4 |=0,sistem nismo mogli reSavati primenom
3 -3 6

Kramerovih formula. 1z Dg, = 0 sledi jedino da sistem nije odreden. vl

Zadatak 9.6 Sledece sisteme linearnih jednacina reSiti nad poljem realnih brojeva R.

St 3x + y + 2z = 6
2x + y - z = -1
4x + 2y + 3z = 8
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S X + 2y - z = =2
3x + y + 2z = 4
Ss3: X + 2y - z - 3u = =2
3x + 6y - 3z - 9u = 4
= ResSenje:
(S1) Sistem moZemo svesti na trougaoni oblik npr. dole navedenim ekvivalentnim

(S2)

transformacijama, a zatim izraCunavamo re$enja zamenom unatrag (iz treée jed-
nacine izracunamo z, zatim koriste¢i izracunato z iz druge jednacine izracuna-
vamo x, i na kraju koriste¢i izraCunate z i x iz prve jednaCine izraCunavamo y):

” y + 3x + 2z = 6
S & y + 2x - z = -1 =
2y + 4x + 3z = 8
o |Vt 3x + 2z = 6 Ep | Yt 3x + 2z = 6
=3 - x - 3z = -T| & - x - 3z = -7| &
- 2x — 7z = -4 5z = 10

y=6-27-3x=6-4-3=-1

[1] - promenljive x i y zamene mesta;

[2] - prvu jednacinu oduzmemo od druge, i prvu jednacinu pomnoZenu sa —2
dodamo na trecu;

[3] - drugu jednadinu pomnoZenu sa —2 dodamo trecoj.

Prema tome, sistem S | je jednoznacno reSiv i skup reSenja glasi Rg, = {(1,-1,2)}
(skup reSenja je skup uredenih trojki kod kojih redosled komponenti odgovara
redosledu promenljivih u zadanom sistemu).

Postupajudi na isti nacin kao u prethodnom primeru dobijamo

i |x + 2y — z = 2|12 |x + 2y = =2 + z
Sy & —5y+51=10@ y:_2+1®
o y=-2+2

x=-2+z7-2y=-2+2z-2(-2+7)=2-z2

[1] - prvu jednacinu pomnoZenu sa —3 dodamo drugoj;

[2] - drugu jednacinu podelimo sa —5, i zatim prebacimo na desnu stranu sve
promenljive koje se ne pojavljuju na glavnoj dijagonali.

Prema tome, sistem S5 je jednostruko neodreden i njegov skup reSenja glasi

Rs, ={C2-7,y-20 1 yeR} ={(2,-2,00+y(-1,1,D) | y e R}
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(skup resenja je skup uredenih trojki oblika (2 -7,y —2,¥), gde je y proizvoljan
realan broj). Primetimo da je skup reSenja Ry, lineal mnogostrukosti 1 (vidi
poglavlje o vektorskim prostorima), tj. prava u R? koja sadrZi tatku (2,-2,0) i
paralelna je sa vektorom (-1, 1, 1).

(§3) Postupajuéi na isti nacin kao u prethodnom primeru dobijamo:

m|x + 2y = z = 3u = =2
53 © 0 = 10

[1] - prvu vrstu pomnoZenu sa —3 dodamo drugoj.

te je sistem S 3 kontradiktoran, odnosno Rg, = 0. vl

Zadatak 9.7 Sledeci sistem S linearnih jednacina diskutovati po parametru a € R i

reSiti nad poljem realnih brojeva R: X + 2y - 2z = =2
3x + y - z = 4
2x - y 4+ z = a

w ReSenje: U ovom slucaju se u sistemu pojavljuje parametar a € R, Sto znaci da Ce i
reSenja (tj. skup reSenja) zavisiti od tog parametra. Gausovim postupkom eliminacije
sistem svodimo na trougaoni oblik:

mo|x T 2y - 2z = =2 o | Xt 2y - 2z = =2
S & - 5 + 5z = 10 =3 - 5 + 5z = 10
- 5 4+ 5z = a+4 0 = a-6

[1] - prvu jednacinu pomnoZenu sa —3 dodamo drugoj, i prvu vrstu pomnoZenu sa —2
dodamo trecoj;

[2] - drugu jednacinu pomnoZenu sa —1 dodamo na trecu.

Sada vidimo da je u slucaju a # 6 sistem kontradiktoran (Rs = 0), a u slucaju a = 6 je

S®x+2y—2z=—2gx+2y—2z=—2®
- 5y + 5z = 10 y — z = -2
y=-2+z

“ lx=2

[3] - drugu jednacinu delimo sa —5.

Dakle, u slucaju a = 6 sistem S je jednostruko neodreden, i skup reSenja glasi mu je
Rs ={2,2+y,y)| yeR} ={(2,-2,00+¥(0,1,1) | y € R} (lineal jednostrukosti 1,
odnosno prava koja sadrzi tacku (2,—-2,0) i paralelna je sa vektorom (0, 1, 1)). vl

Zadatak 9.8 Po parametrima a,b,c € R diskutovati sledece sisteme linearnih jedna-
cina:

Sy x - 2y = 2 So: ax + ay = 0
ax + 2y = a - (a-1l)y = a-1
S3: ax + ay = a Sq4: x + by =1
ax — ay = -a ax — ay = b
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Ss: ax + y + z =1 S¢: ax + y = b
y + z = b ax — by = b
S7: + y + z = a Sg: x + y = a
ax + ay + az = a x + ay = 1
So: + ay = 2 Si0: ax + by = ¢
ax + ay = b bx + ay =
w Resenje:
(S§1) Dodavanjem druge jednacine na prvu dobijamo
x - 2y = 2
512 1 e = a+2
odakle vidimo da je sistem odreden zaa # —1,azaa = -1 je
x — 2y = 2
S e 0 = 1

(S2)

(S3)

(S4)

te je u ovom slucaju sistem kontradiktoran.

Sistem S, je ve¢ zadan u trougaonom obliku, te vidimo da je odreden za a ¢ {0, 1}.
Zaa=0je

y = -1
52910 = o

te je u ovom slucaju sistem 1-puta neodreden (promenljiva x se moZe birati na
proizvoljan nacin). Zaa =1 je

x + vy =0
0 =0

te je u ovom slucaju sistem takode 1-puta neodreden.

S2<:>

Dodavanjem druge jednacine na prvu dobijamo
ax + ay = a
S3 & 2ax = 0

odakle vidimo da je sistem odreden zaa # 0,azaa =0 je

3 & [0 = 0]

te je u ovom slucaju sistem 2-puta neodreden (i x i y se mogu birati na proizvoljan
nacin).

Kako je determinanta sistema Dy, = ; _ba =—a-ab=-a(1+b)#0zaa+0
ib+# —1,sistemje odredenzaa#0ib # —1.
Zaa=0je
x + by =1
S4 © 0 = b

te u ovom slucaju imamo da je za b # 0 kontradiktoran, a za b = 0 je 1-puta
neodreden (y se moZe birati na proizvoljan nacin).
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(Ss)

(Se)

Zab=-1je
x — y = 1 mwilx -y = 1
Se © - ay = -1]| 0 = -1

[1] - prvu jednacinu pomnoZenu sa —a dodajemo drugoj.
te je u ovom slucaju kontradiktoran.
Dakle:

* sistem je odreden za (a #0 A b # —1),

* sistem je kontradiktoran za (b=—-1V (a=0 A b #0)),
* sistem je 1-puta neodreden za (a=0 A b =0).

Sistem S5 je ve¢ zadan u trougaonom obliku, te vidimo da je 1-puta neodreden
zaa+0,azaa=0je

®y+z=1:y+z=

y + z = b 0 =

,_
—

Ss

S =

[1] - prvu jednacinu oduzimamo od druge.

te je u ovom slucaju kontradiktoran za b # 0, a 2-puta neodreden za b = 0 (pro-
menljive x i z se u ovom sluc¢aju mogu birati na proizvoljan nacin). Dakle:

# sistem je kontradiktoran za (a =0 A b #0),

* sistem je 1-puta neodreden za a # 0,

* sistem je 2-puta neodreden za (a =0 A b =0).

a 1
N

ib+# —1,sistemje odredenzaa#0ib # —1.

Kako je determinanta sistema Dy, = =—ab-a=—-ab+1)#0zaa+0

Zaa=0je

Se o y:b:yzb

-by = b 0 b*+b=bb+1)

[1] - prvu jednac¢inu pomnoZenu sa b dodajemo drugoj.

te u ovom slucaju imamo da je za b ¢ {—1,0} kontradiktoran, a za b € {—1,0} je
1-puta neodreden (x se moZe birati na proizvoljan nacin).

Zab=-1je
ax + y = —-1|@2 |ax + y = -1
S @ lax 4 y = —-1] 0=10|°
y + ax = -1
° 0= 0

[2] - prvu jednacinu oduzmemo od druge.
te je u ovom slucaju 1-puta neodreden.
Dakle:

* sistem je odreden za (@ #0 A b # —1),
* sistem je kontradiktoran za (a =0 A b ¢ {—1,0}),
* sistem je 1-puta neodreden za (¢ =0 A b ¢ {-1,0}) V b=—-1).
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(S7) Dodavanjem prve jednacine pomnoZene sa —a drugoj dobijamo

X + y 4+ z = a
0 = a-da2=a(l-a)

te je za a € {0, 1} sistem 2-puta neodreden, a za a ¢ {0, 1} je kontradiktoran.

S7(:>

(S8) Oduzimanjem prve jednacine od druge dobijamo

x + y =
Sy < (a-1)y = 1l-a
te je zaa # 1 sistem odreden, a za a = 1 je 1-puta neodreden (tada druga jednacina
glasi 0 = 0).
(S9) Oduzimanjem prve jednacine od druge dobijamo
X + ay = 2
S92 | (-1 = b2
te je za a # 1 sistem odreden. Zaa =1 je
x + y = 2
So @ 0 = b-2
te je tada kontradiktoran za b # 2, a 1-puta neodreden za b = 2.
(S10) Kako je determinanta sistema Dg, = Z Z =d?>-b*=(a+b)a—-b)#0 za
a # b, sistem je odreden za a # +b.
(1) Zaa="bje
ax + ay = c| U |ax + ay = c
Sm@ax+ay=c_ 0 =0

[1] - prvu jednacinu oduzimamo od druge.
te u ovom slucaju imamo:

(1.1) zaa # 0 (dakle a = b # 0) je sistem 1-puta neodreden,

(1.2) za a =0 (dakle a = b = 0) je sistem ekvivalentan sa jednac¢inom 0 = c,
te je kontradiktoran za ¢ # 0, a 2-puta neodreden za c =0 (i xiy se
mogu birati proizvoljno).

2) Zaa=-bje

ax — ay = ¢ ax — ay = ¢
S © Y 2 y

—-ax + ay = c¢ 0 = 2

[1] - prvu jednacinu dodajemo na drugu.
te u ovom slucaju imamo:
(2.1) za c # 0 je kontradiktoran,

(2.2) za c =0 je sistem ekvivalentan sa jednac¢inom ax—ay = 0, te je 1-puta
neodreden za a # 0 (ekvivalentan je sa jednac¢inom x —y = 0), a 2-puta
neodreden za a = 0 (ekvivalentan je sa jedna¢inom 0 = 0).

Dakle:

* sistem je odreden za a # +b,
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* sistem je kontradiktoran za (a = b A ¢ #0),
* sistem je 1-puta neodredenza (a=b#0V (a=-b+#0 A c=0)).

* sistem je 2-puta neodreden zaa =b=c=0. a
Zadatak 9.9 Diskutovati po a i resiti sistem jednacina S : 3x + ay = 5
x + y = 2
ax + 2y = 4

w Resenje: Koristeci transformacije

[1] - prve dve jednadine zamene mesta,

[2] - prvu jednacinu pomnoZenu sa —3 dodamo na drugu, i prvu jednacinu pomnoZenu

sa —a dodamo na trecu,

dobijamo
] X + 0y 2 @ |t y = 2
S ©|3x + ay = 5| & (a-3)y = -1
ax + 2y = 4 2—-a)y = 4-2a

(1) U slucaju a =3 (pri ¢emu drugoj i trecoj jednacini yamenimo mesta) je

X + y
S o -y
0

2
-2
-1

pa vidimo da je u ovom slucaju sistem kontradiktoran, tj. skup resenja je Rs = 0.

(2) Uslucajua #3je

. x o+ y
& (a-3)y
0

2
-1

2-a _ (2-a)(2a-5)
4—-2a+ 3=

a=3

[3] - drugu jednacinu pomnoZenu sa —2%‘31 (gde je a # 3) dodamo na trecu.

odakle dobijamo diskusiju:

2.1) zaa#2 ANa# % je sistem kontradiktoran;

(22) zaa=2je

S &

x + Yy

Y

2
-1

=4

y=1
x=2-y=1

pa vidimo da je u ovom slucaju sistem jednoznacno resiv (odreden), tj. skup
reSenja sistema je Rs = {(1,1)};

5
2.3) Zaa= > je

x o+
S &

Yy

—%y

2
-1

=4

y=2
x=2-y=0

pa vidimo da je u ovom slucaju sistem jednoznacno resiv (odreden), tj. skup
reSenja sistema je Rs = {(0,2)}.
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Zadatak 9.10 Diskutovati i resiti u zavisnosti od parametara a,b € R sistem

ax + y + az
X + ay + az
ax + ay + 2
X + y +
w ResSenje:
X + y + Zz = 0
[1] (1-a)y = 1
5 e -1y + (@=1z = 0|
(1-a)z = b
x + y + z = 0
2] (1-a)y = 1
i (1-a)z = b
0 b+1

1

0
b
0

[1] - Cetvrtu jednacinu premestimo na prvo mesto, a zatim, prvu jednac¢inu pomno-
Zenu sa —a dodamo drugoj, prvu jednac¢inu pomnoZenu sa —1 dodamo trecoj, i prvu
jednacinu pomnoZenu sa —a dodamo Cetvrtoj;

[2] - treca i Cetvrta jednaCina zamene mesta, a zatim drugu i tre€u jednacinu dodamo
na Cetvrtu.

(a) Za b # —1 sistem je kontradiktoran (zbog Cetvrte jednacine).
(b) Zab=-1je

S &

X +

y +

(1-a)y

Z

(1-a)z

0
1
-1

te dobijamo sledeée podslucajeve:

(b.1) zab=-1 A a=1 je sistem kontradiktoran jer je

S

(b.2) zab=-1 A a+# 1 vidimo da je sistem jednostruko odreden jer je

X +
=4

y + z
0
0

0
1
-1

o (x,y,2) eRs =0;

IS}
-1

I
O~
|

N}

Z
<y
x

-1 _ 1 _
Y—i=14 a—l_o

e (xy,2)eRs = {(01_15141_11)}

vl

Zadatak 9.11 Diskutovati i resiti sistem u zavisnosti od parametara a,b € R:

ax +
ax +
ax +
bx +

ay
ay
by
ay

+

+ + +

az
bz
az
az

+ 4+ + +

bt
at
at
at

0

0
0
0



212

w Re§enje: Kvadratni homogen sistem (homogen sistem je onaj ¢iji su slobodni ¢la-
novi tj. brojevi sa desne strane jednakosti svi jednaki nuli) je jedinstveno odreden ako
i samo ako mu je determinanta razli¢ita od nule. Koriste¢i osobine determinanti, izra-
¢unavamo determinantu sistema

a a a b 3a+b 3a+b 3a+b 3a+b
De=|@ @ b a W a a b a 2]
ST™la b a al|” a b a a -

b a a a b a a a

1 1 1 1 1 0 0 0
a a b a3 a 0 b—a 0 [4]
=Qa+b) a b a a = Qa+b) a b-a 0 0 -
b a a a b a-b a-b a-b
0 b-a O
=@a+b) b-a 0 0 |2 @a+b)b-a?,
a-b a-b a-b

[1] - drugu, trecu i €etvrtu vrstu dodamo na prvu (koristimo osobinu determinanti [D5]);
[2] - koristeéi osobinu [D3] determinanti;

[3] - drugu kolonu oduzimamo od druge, trece i Cetvrte (osobina determinanti [D5]);
[4] - razvijamo determinantu po prvoj vrsti (koristimo osobinu determinanti [D6]);

[5] - raCunamo po definiciji, tj. Sarusovim pravilom.

te dobijamo sledecu diskusiju:

(1) zaa#b A b+ —3aiz Ds # 0 sledi da je sistem jednoznacno resiv, i u tom
slucaju je Rs ={0,0,0,0} (jer svaki homogen sistem ima bar jedno resenje, a to
7e1{0,0,...,0});

(2) zaa=>bV b= -3a e sistem biti neodreden tj. imace beskonacno mnogo resenja

(homogen sistem ne moZe biti kontradiktoran), ali treba da vidimo koliko puta
neodreden:

(2.1) zaa=bje
’S o ax+ay+az+at=0‘

(npr. prvu jednacinu oduzmemo od ostalih), te dobijamo sledece podsluca-
jeve:

(2.1.1) zaa=b=0je

S$to znaci da je on 4-puta neodreden, i tada dobijamo da je njegov skup
reSenja Ry = {(@,8,7.6) | @.B,7,6 € R} =R*;

(2.1.2) zaa=b # 0 delenjem sa a # 0 dobijamo da je
’S o ax+ay+az+at=0 & x+y+z+t=0
Sto znaci da je on u ovom slucaju 3-puta neodreden, i skup reSenja mu
je
Rs ={(=B-y—-6.B,7,0) | @.B,y,6 € R}

={B-(-1,1,0,0)+y-(-1,0,1,0)+6-(-1,0,0,1) | B,y,6 € R}

gde vidimo (pogledati poglavlje o vektorskim prostorima) da je R;
podprostor dimenzije 3 vektorskog prostora R*, i vidimo da je jedna




MATRICE, DETERMINANTE I SISTEMI JEDNACINA

213

baza tog podprostora skup {(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0, 1)} (mozZe
se pokazati teorema da skup reSenja homogenog sistema sa n promen-
ljivih uvek Cini podprostor vektorskog prostora R”, i da je dimenzija
tog podprostora jednaka stepenu neodredenosti sistema - vidi zadatak

)

(2.2) za b = —3a uvrstavanjem dobijamo

ax + ay + az - 3at = 0
S o ax + ay — 3az + a = 0
ax — 3ay + az + at 0
-3ax + ay + az + at = 0
ax + ay + az - 3at = 0
o - 4daz + 4ar = 0 g
- 4ay + 4at = 0
0 =0
ax + ay + az = 3at
=3 ay = at
az = at

=

[6] - prve tri jednacine dodamo na Cetvrtu, a zatim prvu jednacinu oduz-
memo od druge i trece;

[7] - drugu i treu jednaCinu podelimo sa —4, zatim im zamenimo mesta, i
na kraju promenljive koje se ne pojavljuju na glavnoj dijagonali prebacimo
na desnu stranu;

(2.2.1) slucaja =0 (i b=-3a = 0) se poklapa sa slucajem (2.1.1);

(2.2.2) zaslucaj a # 0 deljenjem sve tri jednacine sa a # 0 dobijamo

S

=4

3t
t
t

x + y + z
y

Z

=4

z=t
y=t
x=3t-

y—z=t

te je u ovom slucaju sistem 1 puta neodreden i skup reSenja mu je
jednodimenzionalni vektorski prostor nad poljem realnih brojeva

Rs ={(0,6,0,0) | 6 e R} ={6-(1,1,1,1) | 6 e R}
tj. jednodimenzionalni potprostor prostora R*.

Zadatak 9.12 Nad poljem kompleksnih brojeva diskutovati sistem S po parametrima

a,b,ceC:
S

w ReSenje:

(a+b)x + by
ax + (a+b)y +

ay + (a+b)z

bz

(1) Za a =0, u zavisnosti od b imamo sledece sluCajeve.

(1.1) Zab+#0

imamo

a+b
b

c
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bx + by = b
S & by + bz = g
bz = ¢
X + y = 1
= y + z = 1| &
i = 5
=}
e |y=l-z=1-§=05¢
x=1-y=1-5¢=¢

[1] - svaku jednacinu podelimo sa b # 0;

pa u ovom slucaju sistem ima jedinstveno resenje.

(1.2) Za b =0 sistem je ekvivalentan sa jedna¢inom 0 = ¢ koja ima sledeée pod-
slucajeve:

(1.2.1) za c =0 sistem je ekvivalentan sa jednacinom O = 0 ¢ija su reSenja sve

uredene trojke (x,y,z) kompleksnih brojeva (sistem je tri puta neodre-
den);

(1.2.2) za c # 0 sistem nema reSenja (kontradiktoran je).

(2) Za a # 0 dobijamo

ax + (a+b)y + bz = b
[2] 2 2 20 | (3]
& __a“+ab+b y - bla+b) 7z = 4 b &
a a a
ay + (a+b)z = ¢
ax + (a+by + bz = b
= ay + (a+b)z = c
(a+b)(a®+b?) a+(a®+b?)c+ab(c-b)
e

[2] - prva i druga jednacina zamene mesta, a zatim (novu) prvu jednacinu po-

+b
mnoZenu sa i (gde je a # 0) dodamo na drugu;
a

[3] - druga i tre¢a jednacina zamene mesta, a zatim (novu) drugu jednacinu po-

2 2
a“+ab+b . .
mnozenu sa —— (gde je a # 0) dodamo na trecu.
a

Vidimo da u ovom slucaju (a # 0) broj reSenja sistema jos zavisi od koeficijenta
(a+ b)(a2 + b2)

5 , odnosno imamo sledece podslucajeve:
a

(2.1) u slucaju
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(a+b)(a®+b?)

. =0 e (a=-bvd=-b) o

a
& (a:—bVa: \/—bz) o (a=-bV a=ib V a=—ib)

a+ (a2 + bz)c +ab(c—b)
, tako da:

broj reSenja sistema zavisi od broja

a2
(2.1.1) zaa=—-b (b= —a) je sistem ekvivalentan sa
ax - az = -a
ay = ¢
0 = ¢

te je sistem kontradiktoran za ¢ # 0, a za ¢ = 0 je jedan puta neodreden;
(2.1.2) za a=1b odnosno b = —ia je sistem ekvivalentan sa

ax + a(l-1)y - laz = —ia
ay + a(l-1)z = c
0 = %

te je sistem kontradiktoran za 24> —ia’c # 0 (odnosno ¢ # —2ai), a za
¢ = —2ai je jedan puta neodreden;
(2.1.3) za a = —1b, odnosno b = 1ia, sistem je ekvivalentan sa

ax + a(l+i)y + laz = ia
ay + a(l+i)z = c
2 3,:.2
O — a Zz]la C
te je sistem kontradiktoran za ¢ # 2ai), a za ¢ = 2ai je jedan puta neo-
dreden;
(a+b)(a®+1?)

(2.2) uslucaju +0 © b ¢{—a,ia,—1a} imamo da su svi elementi

2
a
na glavnoj dijagonali razli¢iti od 0, pa je sistem tada jednozna¢no odrede&

(ima tacno jedno reSenje).

Zadatak 9.13 Nad poljem R diskutovati sistem S po parametrima a,b € R.
a* - Za)x + y = 2
S: @-2a)x - (a+3)y —2b+2
(@®+2a>-8a)x - (6a+5)y = 2a-6b+10

w Resenje: Gausovim postupkom svodimo sistem na trougaoni oblik.

(a2—2ax + y = 2
S o (a2—2a§x - (a+3)y = -2b+2 &
(a+4)(a®~2a)x - (6a+5)y = 2a-6b+10
(az—Za)x + y = 2
& —Qa+4)y = -2b
—(Ta+9)y = -6b+2
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[1] - prvu jednacinu oduzmemo od druge, i prvu jednacinu pomnoZenu sa —(a+4)
dodamo na trecu.

(1) Uslucajua=-2je

8 + y = 2
S e 0 = -2b
S5y = —6b+2

Vidimo da je kontradiktoran za b # 0, a za b = 0 je jedinstveno odreden i njegovo

12
reSenje je tada (x,y) = (§ g)

(2) Uslucajua #-2je

ala—2)x + y = 2
[2]
S & (a+2)y = b
0 = ab—=3b+2a+4
a+2

9
(gde je a # —2) dodamo na trecu, a

[2] - drugu jednacinu pomnoZenu sa
zatim drugu jednacinu podelimo sa —2.
te sada dobijamo podslucajeve:

2.1) za

b—3b+2a+4
AOTOOH YR L0 o ab-3b+2a+470 &

& ((a¢3 /\b;t23aJr4

)V(a=3 A 10;&0)) =

—a
2a+4
(:}((ai?)/\bi ar )Va=3)
3-a
je sistem kontradiktoran;
2a+4
(22) zaa#3 Ab= "5
3—-a
ala-2)x + y = 2
§ e 2 _ 2a+4
(a+2)y = 3=7

odakle vidimo da broj resenja jo$ zavisi od koeficijenta a(a — 2):

2a+4
(2.2.1) zaa ¢ (0,2} (dakle za a ¢ {~2,0,2,3) A b= 3“—) je sistem jedno-
—a
znacno resiv (deleéi drugu jednacinu sa a +2 # 0 izraCunavamo y, a
zatim uvrstavajuci tako dobijeno y u prvu jednacinu i deleéi prvu jed-
nacinu sa a(a —2) # 0 dobijamo x);
(2.2.2) za a =0 sistem je ekvivalentan sa

4 2
=2A2y=z| e y=2Ay==%|
te je u ovom slucaju ocigledno kontradiktoran;

(2.2.3) za a =2 sistem je ekvivalentan sa (y =2 A 4y =8) odnosno (y =2) te
je u ovom slucaju sistem jedan puta neodreden (skup reSenja mu je
Rs ={(@,2) | @ €R}).
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Zadatak 9.14 Nad poljem Zs diskutovati po parametrima a,b € Zs i reSiti sledece

sisteme jednacina:
S1: 2x + y = 4 So: 2x 4+ oy 4
3x + 4y = 3 3x + 3y = 3
S3: 2x + y 4 Sg: 2x + y + (a+2)z = 4
3x + 4y =1 ax + ay + 2z = 2
Ss: 2x + y + z = 4
3x + 4y + (a2 +1)z = 3
3x + ay + (a2 +2)z =

w ReSenje: Algoritam za reSavanje i diskusiju sistema (svodenje na trougaoni oblik
1 izraCunavanje resenja metodom zamene unatrag) je isti kao i nad poljima realnih,
kompleknih, racionalnih brojeva. Razlika je samo u racunu sa koeficijentima, jer sada
su oni elementi polja Zs, pa na njih primenjujemo operacije +5 i -5 polja Zs.

S1)

(52)

Ako prvu jednaCinu pomnoZenu sa —(3 5 2") =—(3+53) = -4 =1 dodamo dru-
goj jednacini, dobijamo ekvivalentni trougaoni oblik sitema (sa #~! obelezavamo
inverzni element elementa # u odnosu na operaciju -s, tj. t' je onaj element po-
lja Zs za koji vaZi t-5t~' = 1; sa —t obeleZavamo inverzni element elementa ¢ u
odnosu na operaciju +s, tj. —t je onaj element polja Zs za koji vaZi t +5 (—t) = 0;
nadalje ¢emo operacije +5 i -5 svuda skradeno obeleZavati sa + i - kao $to je u
formulaciji zadatka vec i u€injeno):

2x + y = 4
0 = 2

Vidimo da je sistem kontradiktoran, tj. skup reSenja mu je Rs, = 0.

S]@

Ako prvu jednaCinu pomnoZenu sa 1 dodamo drugoj jednacini, dobijamo ekvi-
valentni trougaoni oblik sitema:

2x + y = 4

4y = 2
Vidimo da je sistem jednoznac¢no odreden (ima jedinstveno reSenje), i reSenje
dobijamo metodom zamene unatrag: ako drugu jedna¢inu pomnozimo sa 4~! =4
dobijamo ekvivalentu jednacinu 4 -4 -y =4 -2, odnosno za y dobijamo reSenje
y = 3; uvrStavanjem ovog reSenja za promenljivu y u prvu jednacinu dobijamo

2x+3=4 P 2x4342=442 o 2x=1 & x=3.

[1] - na levu i desnu stranu jednacine dodamo 2 (tj. prebacujemo 3 na desnu
stranu jednakosti, odnosno ,,oduzimamo” sa obe strane 3);

S2(:>

[2] - mnoZimo levu i desnu stranu jednacine sa 27! = 3 (tj. ,.delimo” jednacinu
sa?2).

Dakle, skup resenja sistema je Rs, = {(3,3)}.
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(53)

(S4)

Ponovo dodavanjem prve jednacine na drugu dobijamo:

Sy o 2x  + g - g & 2x+y=4 Q 2x=4+4y 5:; x=2+2y.

[1] - ,,prebacujemo” y na desnu stranu, tj. ,,oduzmemo” s obe strane y, tj. na obe
strane ,,dodamo” 4y;

[2] - mnoZimo jednakost sa 271 =3,
Vidimo da je sistem 1 puta neodreden, i skup resenja mu je

Rs, ={(2+2a,a) | @ € Zs} = {a-(2,1)+(2,0) | a €Zs} =
={a-2,1)+2,0)| @€{0,1,2,3,4}} = {(2,0),(4,1),(1,2),(3,3),(0,4)}.

I’= Kako je Zs konacan skup od 5 elemenata, svaki sistem nad Zs ima kona-
¢an broj resenja. Ako imamo n € N ,;slobodnih” promenljivih (tj. n puta neodre-
den sistem), sistem ¢e imati 5" reSenja jer vrednosti n promenljivih biramo na
proizvoljan nacin iz skupa koji ima n elemenata.

Ako drugoj jedna¢ini dodamo prvu jednaginu pomnoZenu sa —2~'a = —3a = 2a,
dobijamo ekvivalentni ,,trougaoni” oblik sistema:

4
2+3a

S4 o | 2x + y + (a+2)z
3ay + (2a2+4a+2)z

(1) Za a # 0 je sistem u trougaonom obliku u strogom smislu (svi koeficijenti
na glavnoj dijagonali su razli¢iti od nule), i vidimo da je 1 puta neodreden,

odnosno:
2x + y = 4—(a+2)z
S¢ © 3ay = 2+3a—(2a2+4a+2)z <
2x + y = 4+4(a+2) 1
e 3ay = 2+3a+4(2a2 +4a+2): |
x + 3y = 2+42a+2)z
< y = 4a‘1+1+(a+2+a‘1)z <
y = 4a*1+1+(a+2+a*1)z
x = 2+42a+2)z-3y=2+2(a+2)z+2y=
< = 2+42a+2z+2(4a +1+(a+2+a7)e)
= 4+3a‘1+(3+4a+2a‘1)z

[1] - drugu jednacinu ,,podelimo” sa 3a gde je a # 0, tj. pomnoZimo sa
(Ba)™' =37'a7! = 247", a prvu jednadinu ,delimo” sa 2, tj. mnoZimo sa
271 =3,
Skup reSenja ovog sistema je tada
Rg= {(4+3a‘1 +(3+4a+2a‘1)a,4a_1 +1 +(a+2+a_1)a,a) | ae Z5}
={(4+3a7",1+4a7,0),(2+4a+a"3+a.1),(3a+ 247" 2a+a7" 2),
(3+2a+4a7",2+3a+2a7",3),(1+a+a" 4+4a+3a"",4)].
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(2) Zaa=0je
2x + y + 2z = 4
S & 2% = 2 o

2x + 2z = 444y | 21 |x + z = 242y

=3 = =3

2z = 2 z =1

=3 z=1

X=2+42y—z=242y4+4z=2+2y+4-1=1+2y

[2] - 1 prvu i drugu jednacinu pomnoZimo sa 3.
Dakle, i u ovom slucaju je sistem 1 puta neodreden, i skup reSenja mu je
Rs ={(1 +2a,a,1) | @ € Zs} ={(1,0,1),(3,1,1),(0,2,1),(2,3,1),(4,4, 1)}.

(S'5) Svodimo sistem na trougaoni oblik:

2x + y + z = 4
Ss = (a2+2)z = 2 =
(a+l)y + (d®+3) = b+4
2x + y + z = 4 [J1]
2 (@+ly + (2+3) = b+4  [J2]
(®+2)z = 2 [J3]

[1] - prvu jednacinu dodajemo na drugu i na trecu;
[2] - druga i tre¢a jednadina zamene mesta.

Nad poljem Zs analiziramo za koje a € Zs su koeficijenti na dijagonali jednaki
ili razliciti od nule:
*a+1=0¢© a=-1=4;
* a’+2=0 & a’>=-2=3(gdejea’ =a-a),akakoje 0 =0, 1' = 1,2 =4,
32 =414 = 1, sledi da jedna¢ina a® = 3 nema resenja u polju Zs, odnosno
imamo da je a®> +2 # 0 za sve a € Zs.

Tako dobijamo sledecu diskusiju.
(1) Za

(a+l¢0/\a2+2¢0) & azd

su svi koeficijenti na glavnoj dijagonali razliciti od nule, pa je u tom slucaju
sistem odreden. Njegovo jedinstveno reSenje dobijamo zamenom unatrag:

3] = z=2-(+2)
(pri ¢emu (a2+2)_1 postoji jer je a> +2 # 0)
2] = (a+ly+2(a+3)(a2+2) =b+4
= (a+Dy=b+4+3(a?+3)(a+2)
= y=(b+4+3(a2+3)(a2+2)_1)(a+1)_1,

(pri &emu (a+ 1)™! postojijerje a #4 tj. a+1 # 0)
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[J1] = 2x+ (b+4 +3(a+3)(a2+ 2)‘1)(a 42 +2) =4

S 2x:4+4(b+4+3(a2+3)(a2+2)_1)(a+1)_]+3(a2+2)_1
= x:2+2(b+4+3(a2+3)(a2+2>71)(a+1)_1+4(a2+2)7l
(2) Zaa+1=0o0dnosnoa =4 je

2x + y + z = 4 B3]
Ss o 4 = b+4 | &
3z = 2
2x + y + z = 4
= 4z = b+4
0 = 3b+4

[3] - drugu jednadinu pomnoZenu sa 3 dodamo na trecu jednacinu.

2.1) za3b+4+0 © 3b+1 & b+2 je sistem kontradiktoran zbog trece
jednacine;

(2.2) za b =2, mnozeci prvu jednacinu sa 3, mnoZe¢i drugu jednacinu sa 4,
i zamenom mesta promenljivih y i z dobijamo ekvivalentan sistem

x + 3z + 3y = 2
§5 © z = 4p+1| ©
o z=4b+1
x=2+2z+2y=2+24b+1)+2y=4+3b+2y |

Vidimo da je u ovom slucaju sistem 1 puta neodreden, i skup resenja
mu je
Rss = {(4+3b+2a,a,4b+1) | a € Zs}
={(4+3b,0,4b+1),(1+3b,1,4b+1),(3+3b,2,4b+ 1),
(3b,3,4b+1),(2+3b,4,4b + 1)}.

Zadatak 9.15 Diskutovati po a i b, i resiti nad poljem R:

S : x + (a+l)y - (a+l)z - au = 1
ax + (a+1ly + az — 2u = 2
ax + (a+ly - 2z + au = b
(a-1)x + 3(a+z - 4u = 3-b
w ReSenje:
x + (a+l)y - (a+1)z - au = 1
1 | (a—1)x + Qa+Dz + @-2u = 1
5 =1« + (a-Dz + 2au = b-1|
(a—1Dx + 3(a+1)z - du = 3-b
(a+1)y + x - (a+1)z - au = 1
[2] (a-Dx + QRa+z + (@-2u = 1
< —(a+2z + (a+u = b-2|
(a-2z - (@-2u = 2-b
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(a+1)y +

[3]
&

X

(a-Dx +

(a+ 1)z

(2a+1)z

+ (a—2u
—(a+2)z + (a+2u

au =

1l

O S = =
|
[\

0 =

[1] - prva jednacina se oduzima od druge i trece;

[2] - prva i druga kolona zamene mesta, a zatim se druga jednacina oduzima od trece i

Cetvrte;

[3] - trecu jednacinu dodamo na Cetvrtu.

Diskusija:

(1) Zaa¢{-1,1,-2}isvako b € R je sistem 1 puta neodreden, i zamenom unatrag
dobijamo skup reSenja:

_J{1=3 a+2-a+1)2=b) ~a2+a-2 (3=b)a%+2(2—-b)a—2 2-b
Rs = {(“Tlau R sy e iy e o L m”) e R}'
2) Zaa=-1je
]
X + u = 1 4] X + u = 1
S © | -2x - z - 3u 1 = -z - u =3
- + u = b-2 2u = b-5

[4] - prvu jednaCinu pomnoZenu sa 2 dodamo drugoj, a zatim drugu jednacinu
oduzmemo od trece.

Vidimo da je sistem 1 puta neodreden, i skup resenja mu je

Rs ={(%t.v -1, 55) | ve R},

(3) Zaa=1je
2y + x - 2z u = 1
S o 3z u = 1
- 3z 3u = b-2
PR 2z - u 1-2y
=S 3z - 1
2u b-1

[5] - drugu jednacinu dodamo treéoj, a zatim promenljivu y prebacimo na desnu
stranu jednakosti.

Vidimo da je sistem 1 puta neodreden, i skup resenja mu je

Ry :{(5’%1—2)/,)2,’%1,’%1) ‘ yER}.
4) Zaa=-2je
- + x + z + 2u =1
S o - 3x - 3z - 4u =1
0 = b-2
(4.1) za b # 2 je sistem kontradiktoran (dakle Rs = 0);
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(4.2) za b =2 je sistem 2 puta neodreden jer je

-y + x 4+ z + 2u = 1
5 e - 3x - 3z - 4u = 1| °
- X = z+2u-1
o |7 _ 4 1
X = —,—gu—g

i skup resenja mu je
={(—z—4,-12,_4
Rs—{( Z-3uU—3,5U 3,z,u)’z,u€R}

{210,100 +(-4.3,0.1)+(-4,-4.0.0) | zucR}.

vl
Zadatak 9.16 Diskutovati sistem po a,b,c € R:
S: (a+b)x; + axy; + axs + ... + ax, = a
ax; + (a+bxy + axs + ... + ax, = a
ax; + axy; + (a+bxy + + ax, = a
ax; + axy; + axs + ... + (a+bx, = ¢

w ReSenje: Na osnovu zadatka 9.2 pod (a), sledi da je determinanta ovog sistema
Dg = (na+b)b" !, pri ¢emu je Ds #0 za b # 0 i b # —na, odakle dobijamo sledece
slucajeve.
(1) Za b #01 b # —na je sistem jednozna¢no odreden.
(2) Za b =0 su prvih n— 1 jednacina iste, pa je sistem ekvivalentan sa
axi+...+ax,=a AN O0=c—a,
pa u zavisnosti od ¢ —a imamo podslucajeve:
(2.1) za c # a je sistem kontradiktoran;

(2.2) zac =aje sistem ekvivalentan sa ax| +...+ax, = a, te ovde imamo jos dva
podslucaja:
(2.2.1) zaa # 0 je sistem ekvivalentan sa xj +...+x, =0, §to znac¢ida je n— 1
puta neodreden (x2,x3,...,X, su proizvoljni, i x| = —x —... — Xxp);
(2.2.2) za a =0 je sistem ekvivalentan sa 0 = 0, Sto znaci da je n puta neodre-
den (skup reSenja mu je ceo skup R*).

(3) Za b =—-na N b#0 (slucaj b =0 je ve¢ obraden), pri ¢emu je tada i a # 0,

dobijamo
(a+b)x; + axy + axz + ... + ax, = a
ax; + (a+b)xy + axz + ... + ax, = a
S o ax) + axy + (a+b)xz + ... + ax, = a

ax) + axy + axzy + ... + (a+b)x, = ¢
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(1-n)ax; + axy + axy + ... + ax, = a
ax; + (1—-n)axy + axz + ... + ax, = a
o ax; + axy; + (1-n)axz + ... + ax, = a
ax; + axy + axz3 + ... + (1—-n)ax, = ¢
(1-n)ax; + axy + axz + ...+ ax,_1 = a—axy
ax] + (1 —-n)axy + axz + ...+ ax,_1 = a—axy
1 axy + axy + (1—-n)axz + ... + ax,_1 = a—axy
&
axy + ax) + axz + ... + (1-n)ax,_1 = a—ax,
O=c+(n—1a

[1] - prvih n—1 jednacina dodamo na n-tu, a zatim prebacimo x,, na desnu stranu

jednakosti.

U zavisnosti od ¢+ (n— 1)a dobijamo 2 podslucaja:

(3.1) zac # (1 —n)a je sistem kontradiktoran;

(3.2) za ¢ = (1 —n)a je sistem ekvivalentan sa prvih n— 1 jednadina u posled-
njem trougaonom obliku sistema, pri ¢emu je to sistem Cija je determi-
nanta (formata n — 1, reSavamo je na isti nacin kao polaznu determinantu)
(—na)"‘2 -(—a) £ 0 (jer je a # 0), §to znaci da se promenljive x1,x7,...,X;-1
mogu izraziti preko x;,, a to znaci da je sistem u ovom slucaju 1-puta neo-

dreden.

Zadatak 9.17 Diskutovati po m,n € C i resiti sistem

S (m-Dx +
Cm+1x +

w ReSenje:

(m2 -m- 6)y +
(mz—m—6)y + (m2+2m—5)z
Am+2)x + Z(m2 -m- 6)y + (m2 +3m— 8)1

m-3)z = 1

n+1

I
)

[1]
S & m+2)x +

(mz—m—6)y + Q2m+1Dx + (m2+2m—5)z =

n+1
(m2+m—2)z = n
<m2+m—2)z = 2n

[1] - drugu jednacinu oduzmemo od prve, drugu jednacinu pomnoZenu sa —2 dodamo
na treéu, zatim promenljivama x i y zamenimo mesta, i zamenimo mesta prvoj i drugoj
jednacini; na kraju jo$ drugu i trecu jednacinu pomnoZimo sa —1.

Diskutujuéi vrednosti koeficijenata na glavnoj dijagonali dobijamo

2 1+ V1425

e m —m—-6=0 & my= >

e m+2=0 m=-2,

2 -1+ V1+38

e m+m—-2=0 & my= >

odakle sledi

S m=3Vm=-2),

o (m=1Vm=-2),
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(1) za m ¢ {-2,1,3} (svi koeficijenti na glavnoj dijagonali su razli¢iti od nule) je
sistem jednoznacno odreden (za vezbu izraCunati reSenja zamenom unatrag);

(2) zam = -2 uvrstavanjem dobijamo
-3x - 5z = n+l 3x ~ 5. = il

(2]
S & 0 = -n o 0 = -n
0 = 2n —

[2] - drugu jednacinu pomnoZenu sa 2 dodamo trecoj.

te imamo

(2.1) zan # 0 sistem je kontradiktoran;
(2.2) zan =0 je sistem 2 puta neodreden i skup reSenja mu je

R ={(Fe ) | naem)-
= {30.1,0)+4(-3,0.1)+(-4,0.0) | y.ze R};

(3) zam =1 uvrStavanjem dobijamo

-6y + 3x - 2z = n+l
S © 3x = -n
0 = 2n

te imamo

(3.1) zan # 0 sistem je kontradiktoran;
(3.2) zan =0 je sistem 1 puta neodreden i skup reSenja mu je

Rs {(—%,—%Z—Z";l,z) | zeR}
013500

(4) za m = 3 uvrstavanjem dobijamo

Tx + 10z = n+1 B3] S5x = -n
S & | 5x = -n S 10z = 2n
10 = 2n 0 = zn+l

. " N 7 . s "
[3] - drugu jednacinu pomnoZenu sa —— dodamo prvoj, trecu jednacinu oduz-
memo od prve, i na kraju prvu jednacinu stavimo na tree mesto.
4.1) zan# —% (%n + 1 # 0) sistem je kontradiktoran;
“4.2) zan= —% (§n+ 1 =0) je sistem 1 puta neodreden i reSenja su mu y € R,

z %.2.(_%)=_l x=—l~(—%)= 1. tj. skup regenja mu je

Rs={(3-3) | yeR) = {5010+ (10.-3) [ yer). 2

Zadatak 9.18 Diskutovati i resiti sistem
S : ala+1x + y - z + au = 1
ata+1)x + ay + 2au

(a-1)y + (a-1%2z + 3au

Il
S

c—1
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w ReSenje:
0] ala+Dx + ay + 2au = b
S & (l-a)y - z — au = 1-b
(a-1)y + (a—l)zz + 3au = c-1
2] ala+Dx + ay + 2au = b
= (l-a)y - z — au = 1-b
+ ala-2)z + 2au = c-b
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[1] - prva i druga jednacina zamene mesta, a zatim prvu jednacinu oduzimamo od

druge;

[2] - drugu jednacinu dodamo na trecu.

(1) Za a ¢ {-1,0,1,2} su svi koeficijenti na glavnoj dijagonali razliciti od O, te je
sistem 1-puta neodreden (za proizvoljno u, vrednosti promenljivih x,y,z su jed-

noznac¢no odredene).

2) Zaa=-1je
-y - 2u = b
S |2y - z + u = 1-b| &
3z — 2u = c¢c-b
B | Y - 2u = b
= -z = 3u = 1+b
- 1lu = 2b+c+3

[3] - prvu jednaCinu pomnoZenu sa 2 dodamo na drugu, a zatim drugu jednacinu
pomnoZenu sa 3 dodamo na trecu.

Sistem je u ovom slucaju 1 puta neodreden (x uzima proizvoljnu vrednost, a
ostale promenljive su jednoznacno odredene).

(3) Zaa=0je
0 =
S |y - z = 1-b
0 = c¢c-b

te dobijamo podslucajeve

(3.1) Zab#0V c#b (4. b#0 V c #0) sistem je kontradiktoran.

(32) Zab =0 A ¢ =0 sistem je 3 puta neodreden (promenljive x, u i npr. z

uzimaju proizvoljne vrednosti, a y je jednoznacno odredeno).

4) Zaa=1je
2x + y + 2u =
S o -z — u = 1-b
-z + 2u = c¢-b
M |7 + 2u = b-2x
= -z - u = 1-b
3u = c¢-1

[4] - drugu jednacinu oduzmemo od trece, a zatim x prebacimo na desnu stranu

jednakosti.
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Sistem je u ovom slucaju 1 puta neodreden (x uzima proizvoljnu vrednost, a
ostale promenljive su jednozna¢no odredene).

(5) zaa=2je
i3] 6x + 2y + 4u = b
= -y - 2u = 1-b+z
du = c-1

[5] - promenljivu z prebacimo na desnu stranu jednakosti.

Sistem je u ovom slu€aju 1 puta neodreden (z uzima proizvoljnu vrednost, a
ostale promenljive su jednoznacno odredene). vl

Zadatak 9.19 Nad poljem racionalnih brojeva Q diskutovati i resiti sistem

S 2x + (a-1)y - 3az = 1
-X + az = b
3x + aty - az = b?
w ReSenje:
a | + az = Db
S & (a-1)y - az = 1+2b =
ay + 2az = b*+3b
o1 -Xx + az = b
& - az + (a-1l)y = 1+2b
(@+2a-2)y = B*+7b+2

[1] - drugu jednacinu pomnoZenu sa 2 dodamo na prvu, i drugu jednacinu pomnoZenu
sa 3 dodamo na treéu, a zatim zamenimo prvu i drugu jednacinu;
[2] - drugu jednadinu pomnoZenu sa 2 dodamo na treéu, a zatim zamenimo mesta
promenljivima y i z.

Razmatrajuéi elemente na glavnoj dijagonali, uo¢imo da je

-2+ V4+8 2423
a+2a-2=0 © a= > = > \/_z—li\/ge(@,

odnosno da je a> +2a—2 # 0 za sve a € Q. Stoga dobijamo sledecu diskusiju.

(1) Za a # 0 sistem je jedinstveno odreden, i za svako a,b € Q reSenja dobijamo
zamenom unatrag:

—b2+7b+2€Q
y_a2+2a—2 ’

1420 a-1 b*+7b+2
=- + - €Q,
a a a’+2a-2

bE+7b+2
=—1-3b+(a-1)-———=€qQ.
. (@ )a2+2a—2 Q

(2) Za a =0 dobijamo
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-Xx = b G| F = b
S -y = 1+2b =S -y = 1+2b
-2y = b*+7b+2 0 = bb+3)

[3] - drugu jednacinu pomnoZenu sa —2 dodamo trecoj.
te je

2.1) zab#0 A b+ -3 (b(b+3) # 0) sistem kontradiktoran;
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(2.2) zab =0, iisto tako i za b = -3 sistem je 1-puta neodreden, i reSenja su:

zab=0: Rg ={(0,-1,2) | ze Q},
zab=-3:Rs ={(3,5,2) | ze Q}.

Zadatak 9.20 Nad poljem kompleksnih brojeva C diskutovati i resiti sistem

x o+ iy + (({+i)z = b
. 2ix + a?y + Qi-4z = (1+2)b-i
x 4+ (a2+2+ﬁ)y + (A-Dz = 4b-1
w ReSenje:
x o+ iy + (1+1)z = b
¢ W (a2+2)y - 27 = b-i | o
(@®+2)y - 27 = 3b-1
21 x o+ iy + (1+1)z = b
& (a2+2)y - 2z = b-i
0 = 2b-1+1

[1] - prvu jednacinu pomnoZenu sa —2i dodamo na drugu, i prvu jednac¢inu oduzmemo

od trece;

[2] - drugu jednacinu oduzmemo od trece.
(1) Zab + % - %1’1 (odnosno 2b—1 +1 # 0) sistem je kontradiktoran.
(2) Za b=} - 1i dobijamo

X o+ iy + (1+1i)z
(a2+2)y - 2z =

S o

1
1

[SIESIEE
D2 —|

te u zavisnosti od vrednosti koeficijenta a* + 2 dobijamo sledeée podslucajeve:

2.1) za a*+2 #0, odnosno a ¢ {— \/51'1, \/5]'1}, je sistem 1-puta neodreden, i za-

menom unatrag dobijamo
z=a, a €C,
b-1 2 11-3i
212 @ 2 2y
A1+ +4i+2 1d*(1-1)+5-1
a’+2 2 a’+2

y:

x=-1y—-(1+i)z+b=~
odnosno

a2+2 > @242’ 2 a?+2 24242’

Rs = {a(_a2(1+1'1)+41‘1+2 2 1)+<l 2(-i)+5—i 1 1-3i O) ‘ we (C};

b}
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(2.2) zaa=—-V2i,kaoizaa= V2i, sistem je ekvivalentan sa (zamenimo mesta
promenljivima y i z)

x + (1+1)z + 1y é

2z = 3

i vidimo da je u ova dva slucaja sistem 1-puta neodreden, i reSenja su mu

1
1

It —to 1 —|

y=a, a€C,
Z:—l+§ﬁ,
474
xX= —ﬁy—(l+1’1)z+b=—ﬁa+§—ﬁ,
odnosno
Rs ={a(-1,1,0+(3-1,0.-1 +3) | aeC}. o

9.4 Inverzna matrica

Definicija 9.1 Kvadratna podmatrica reda r matrice Ax,, je kvadratna matrica reda r
koja se dobija kada u matrici Ayx, izbacimo proizvoljnih m—r vrsta i n—r kolona.

Minorreda r matrice Ay, je determinanta neke njene kvadratne podmatrice reda r.
Definicija 9.2 Minor M;; elementa a;; kvadratne matrice A = [a,- j]nx Je determinanta
matrice koja se dobija od matrice A izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone. Kofaktor

A;j elementa a;j matrice A je A;j = (—I)Hle-j.

Definicija 9.3 Adjungovana matrica kvadratne matrice A = [ai j]nxn Je matrica

Ay Ay .o Ay
A A A
, T 12 Axn ... Ap
Aln A2n Am'z

(gde su A;; kofaktori matrice A).

Analogno pojmu transformacija ekvivalencije sistema linearnih jednacina, uvodimo
pojam transformacija ekvivalencije matrica, i pojam ekvivalentih matrica. Transforma-
cije ekvivalencija matrica su:

[EM1] mnoZenje elemenata neke i-te vrste ili kolone matrice A skalarom k # 0;

[EM2] zamena mesta dvema vrstama ili kolonama;

[EM3] Dodavanje elementima neke j-te vrste (kolone) elemenata neke i-te vrste (ko-
lone) pomnoZenih skalarom k.

Definicija 9.4 Matrica A je ekvivalentna sa matricom B, u oznaci A ~ B, ukoliko se
matrica B moZe dobiti od matrice A primenom niza transformacija ekvivalencije.
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I’= U skupu svih matrica, relacija ~ je relacija ekvivalencije, tj. iz A ~ B sledi B ~ A,
iizA~BiB~CslediA~C.

Definicija 9.5 Matrica Al Jje inverzna matrica matrice A ako je A'A=AA""1=T2
neku jedinicnu matricu I odgovarajuceg formata.

I’= Za neke matrice A i A’ se moze desiti da je npr. A’A =11 AA’ # 1. U ovakvom
sluaju A’ nije inverzna matrica matrice A (ve¢ samo njena leva inverzna matrica).
Moze se desiti i da je A’A = I, a da proizvod AA’ nije ni definisan.

Definicija 9.6 Kvadratna matrica A je regulama ako je detA # 0.

Teorema 9.5 Za matricu A postoji inverzna matrica A~ ako i samo ako je A kvadratna
matrica formata n X n i vaZi detA # 0 (matrica A je regularna). U takvom slucaju je
-1 1 .

AT = IotA -AdjA 9.2)
Da bi se primenom formule (9.2) izracunala inverzna matrica kvadratne matrice A for-
mata n € N, za n > 3 je potreban prilicno veliki broj raunskih operacija. U opStem
slucaju, postoji efikasniji postupak za izracunavanje inverzne matrice. On je takode
zasnovan na Gausovom postupku eliminacije, odnosno na primeni transformacija ekvi-
valencije na kvadratne matrice. Neformalno é¢emo ga zvati blok-semom, i sastoji se u
slede¢em:

1. formiramo tzv. blok-matricu [A|I] gde je u levom bloku matrica A ¢iju inverznu
matricu izraCunavamo, a u desnom bloku je jedini¢na matrica / istog formata kao
matrica A;

2. primenom transformacija ekvivalencije na vrste blok-matrice [A|l] pravimo u
levom bloku jedini¢nu matricu;

3. ako u levom bloku blok-matrice [A|/] primenom transformacija ekvivalencije na
vrste ne moze da se napravi jediniéna matrica, to zna¢i da inverzna matrica A™!
ne postoji (odnosno da je detA = 0);

4. ako smo u levom bloku blok-matrice [A|l] primenom transformacija ekvivalen-
cije na vrste napravili jediniénu matricu, to znaci da je detA # 0, i u desnom
bloku blok-matrice [A|] je dobijena inverzna matrica A~!.

Da bismo blok-Semom dobili ispravan rezultat, transformacije ekvivalencije pri-
menjujemo samo na vrste.

1 -2 1
Primer 9.2 Izracunajmo inverznu matricu matrice A=| 2 -2 3 |, ukoliko postoji.
3 -4 4
Prvi nacin - blok-Semom:
1 -2 1]1 0 O 1 -2 1|1 00
A=l2 2 3/0 1 0|% o0 2 1|21 0]~
3 -4 4|10 0 1 0 2 1]-3 01
1 -2 11 0 0
Blo 2 1|2 1 0
0 0 O0|-1 -1 1
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[1] - prvu vrstu pomnoZenu sa —2 dodajemo drugoj, a zatim prvu vrstu pomnoZenu sa
-3 dodajemo trecoj;

[2] - drugu vrstu oduzimamo od trece.

Kako su u trecoj vrsti levog bloka poslednje matrice svi elementi jednaki nuli, u levom
bloku ne moZemo napraviti jedini¢nu matricu, te sledi da A~ ne postoji.

Drugi naéin: Kako je detA = 0, sledi da inverzna matrica A™" ne postoji. v
1 -2 1
Primer 9.3 Izracunajmo inverznu matricu matrice A=| 2 =2 3 |, ukoliko postoji.
3 -4 5
Prvi nacin - blok-Semom:
1 -2 1|1 0 O [1 -2 1] 1 0 0
A=|2 2 3/0o 1 0|Y o 2 1|21 0]~
3 -4 5|0 0 1 10 2 2|-3 0 1
1 =2 1|1 0 0] 1 -2 02 1 -1
Plo 2 1]-2 1 o|®o 2 of|-1 2 -1]~
0 0 1|-1 -1 1] 0 0 1|-1 -1 1
1 0 0]1 3 =-2] 1 001 3 =2
Wio2o0(-1 2 <1 |®o 1 ol 1 1|
00 1|-1 -1 1 00 1}]-1 -1 1
[1] - prvu vrstu pomnoZenu sa —2 dodajemo drugoj, a zatim prvu vrstu pomnoZenu sa

-3 dodajemo trecoj;

[2] - drugu vrstu oduzimamo od trece;

[3] - trecu vrstu oduzimamo od prve i druge;
[4] - drugu vrstu dodajemo na prvu;

[5] - drugu vrstu mnozimo sa %

Dakle, inverzna matrica matrice A je A~' = , Sto moZemo i proveriti

izracunavajuci da je AA™' =Ti A7TA=1.

Drugi naéin: Kako je detA =2, sledi da inverzna matrica A~' postoji, i primenom
formule (9.2) dobijamo

A=D1 T §‘=2, T e §|=—1,
Ap=D'| 2 j‘=—z, L §|=6,
An = (=12 | ;‘—2, An =177 L T |=—2,
Ay =07 ;‘——4, A =197 ] ;‘——1,
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Az = (=1)* 2,

2 =2
Ay
A
A3

1—2‘

A
A
A3

A3y
Az
A3z

-1

~ detA

6 -4
2 -1
2 2

|

231

Zadatak 9.21 Izracunati inverzne matrice datih matrica (ukoliko postoje)

T

A=] 2 2 -1}, B=

3 -1 -1 1 1 1
1 0 -2

4

2
-1
-6

s

C=

1 1 3
2 2 6.
3 -1 1

w Resenje: Inverznu matricu moZemo naéi na dva nacina, primenom formule (9.2), ili

blok-Semom.

(A) Prvinacin - primenom formule (9.2)

Kako je detA = 4, matrice A ima inverznu matricu, iA~l

1
—— AdjA. Kofaktori
detA

A,'j = (—1)i+j‘M,'j matrice A suredom Aj; = -3, A;p =-1, A3 =-8, Ap; =2,
A =2,A3=4,A31=1,A3=-1,A33=0,teje

.32
Adia=|ay] =| -1 2
-8 4
pa konacno dobijamo
| 1—321‘
-1 .
=— AdjA=-| - -
deradA=g -1 2 -l
-8 4 0|
Drugi nacin - blok-§emom
1 1 -1|1 00 1 1 -1
2 2 -1lo 1 o0|%o o 1
3 -1 -1/0 0 1 3 -1 -1
(1 1 -1| 1 0 0 1 1 -1
Dlo o 1|21 0¥ o0 -4 2
0 -4 2[-3 0 1 0 0 1
(11 -1] 1.0 o0 11 -1
[4] 1| 3 1 | [5]
~lo 1 =L 20 -LIRo 1 o
(000 1|21 0 00 1
(1 1 0]-1 1 o0 1 0 0]-
Do 1 o|-4 1 LT o 10
00 1/-21 0 00 1]|-

| |
N[N

[1] - dodavanje prve vrste pomnoZene sa —2 drugoj vrsti;

—_ Rl t|—

S o
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[2] - dodavanje prve vrste pomnoZene sa —3 trecoj vrsti;
[3] - zamena druge i trece vrste;

[4] - mnoZenje druge vrste sa -1

[5] - dodavanje trece vrste pomnoZene sa % drugoj vrsti;
[6] - dodavanje treCe vrste prvoj vrsti;

[7] - oduzimanje druge vrste od prve.

301 1
i 2 4
Tako smo blok Semom ponovo dobili matricu A™'=| -+ 1 -1
-2 1 0
(B) Prvi nagin - primenom formule (9.2)
1
Kako je det B = —1, sledi da matrica B ima inverznu matricu, i B!'= IotB tBAij.
e

Kofaktori B;; = (—1)i+/'Mij matrice B suredom By} = -22, Bjp =17, Bjz3 =1,
Bisa=-4, By1 =6, Byy =5, By3 =0, Bog = -1, B3; =26, B3 = -20, B3z = -2,
B34 =5,B41 =-17,Byp =13, B3 =1, Bs4 = -3, paje

22 6 26 -17
. r | 17 -5 -20 13

age=[Bs =| 1 5 L |
4 -1 5 -3

te kona¢no dobijamo

-22 6 26 -17 22 -6 =26 17
o1 . 17 =5 =20 13 -17 5 20 -13
B =@ MB=-1 1 o 5 17| 21 0 2 -
-4 -1 5 -3 4 1 -5 3
Drugi nacin - blok-Semom
1 2 3 4/10 0 0
23 1 2(01 00
11 1 -1/0 01 0]~
1 0 -2 =6/0 0 0 1
1 2 3 41 1 0 0 0
mlo -1 =5 —6/-2 1 0 0
“1o -1 =2 -5]-1 01 0 ]N
L0 -2 =5 -10|-1 0 0 1
1 2 3 4] 1 0 0 O
2l 0 -1 -5 —-6|-2 1 0 0
“lo o 3 1] 1 -110 ‘N
L0 0 5 2| 3 =201
1 2 3 4] 1 0 0 0
GBIl 0 -1 =5 =6|-2 1 0 0
1o o 3 1|1 -1 1 0|~
o 0 0 4[4
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©

(1 2 3 4|1 0 00
w0 15 6[2 -1 0 0]
001 LI -1 1o

|0 00 1|4 -1 -5 3

1 2 3 0|-15 4 20 -12]
5110 1 5 0/-22 5 30 -18
“loo 10| -1 0 2 -1~
00 0 1| 4 -1 -5 3]
1 2 0 0|-12 4 14 -9
el 0 1 0 0|-17 5 20 -13
“foo 10l -1 0o 2 -1]7
L0 0 0 1 4 -1 -5 3]
1 0 0 0| 22 -6 -26 17
mlo 1 0 0l-17 5 20 -13
“loo 10| -1 0 2 -1
000 1| 4 -1 -5 3

[1] - dodavanje prve vrste pomnoZene sa —2 drugoj vrsti, oduzimanje prve od
trece vrste, i oduzimanje prve od Cetvrte vrste;

[2] - oduzimanje druge vrste od trece, i dodavanje druge vrste pomnoZene sa —2
cetvrtoj vrsti;

[3] - dodavanje trece vrste pomnoZene sa —% cetvrtoj vrsti;

[4] - mnoZenje druge vrste sa —1, mnoZenje trece vrste sa % i mnoZenje Cetvrte
vrste sa 3;

[5] - dodavanje Cetvrte vrste pomnoZene sa —% trecoj vrsti, dodavanje Cetvrte
vrste pomnoZene sa —6 drugoj vrsti, i dodavanje Cetvrte vrste pomnoZene sa —4
prvoj vrsti;

[6] - dodavanje tree vrste pomnoZene sa —5 drugoj vrsti, i dodavanje tree vrste
pomnoZene sa —3 prvoj vrsti;

[7] - dodavanje druge vrste pomnoZene sa —2 prvoj vrsti.
22 -6 =26 17
-17 5 20 -13
-1 0 2 -1
4 -1 -5 3

Tako smo blok §emom ponovo dobili matricu A~! =

Prvi nagin - primenom formule (9.2)

Kako je detC = 0, sledi da matrica C nema inverznu matricu.

Drugi nacin - blok-Semom

Primenom blok-Seme na matricu C bismo dobili

1 1 3|1 0 0 1 13/ 100
2 26l01 0|/Wo 0021 0]~
3 -1 1]0 0 1 3 -1 1] 0 0 1
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1 1 3| 1 00
Do o o210

0 4 -8|-3 0 1
[1] - dodavanje prve vrste pomnoZene sa —2 drugoj vrsti;
[2] - dodavanje prve vrste pomnoZene sa —3 trecoj vrsti.

Kako smo u drugoj vrsti prvog bloka dobili sve nule, sledi da nikakvim elemen-
tarnim transformacijama ne moZemo napraviti jedini¢nu matricu u levom bloku,
¢ime se jo$ jednom pokazalo da matrica C nema svoju inverznu matricu. 7

Zadatak 9.22 Ispitati koje od tvrdenja je tacno za bilo koje kvadratne, regularne ma-
trice A, B i C reda n, i svaki skalar A (gde je © nula-matrica reda n).
(a) (B+C)A=BA+CA,
(b) A+ B=B+A,
(c) AB=BA,
d A+(B+C)=(A+B)+C,
(e) A(BC)=(AB)C,
(f) A-B=B-A,
(2) (AB)’ =A’B,
(hy AB=O = A=0 vV B=0),
i) AB)"' =A"'B,
() A=A,
(k) AAT'=A14
(1) det(AB) = det(A) +det(B),
(m) det(AB) = det(B)det(A),
(n) det(A + B) = det(A) +det(B),
(0) det(1A) = Adet(A),
(p) det(1A) = A"det(A),
w ReSenje:
(a) DA, mnozZenje matrica je s obe strane distributivno u odnosu na sabiranje matrica,

za sve matrice A, B i C odgovarajuéeg formata.

(b) DA, sabiranje matrica je komutativna operacija, za sve matrice A i B odgovara-
juceg formata.
(c) NE, mnoZenje matrica u opStem slucaju nije komutativna operacija (vidi ko-

mentar na strani 194). Na primer, matrice A = [ 2 ] iB= [ ; g ] su

3 4
. . . 19 22 |.
regularne (detA = -2 # 0 i detB = -2 # 0), pri cemu je AB = 4350 1

23 34
BA‘[ 31 46 ]
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(d) DA, sabiranje matrica je asocijativna operacija, za sve matrice A, B i C odgova-
rajuceg formata.

(e) DA, mnoZenje matrica je asocijativna operacija, za sve matrice A, B i C odgova-
rajuéeg formata.

(f) NE. Vazi naime A - B =—-(B-A).

(g) NE jer mnoZenje matrica u opstem slucaju nije komutativno, te je u opStem slu-
¢aju (koristimo asocijativnost mnoZenja matrica)

(AB)? = (AB)(AB) = A(BA)B % A(AB)B = (AA)(BB) = A2B?,

gde na mestu znaka 2 stoji = ako je AB = BA, odnosno # ako je AB # BA.

(h) DA, jer su A i B regularne matrice. Naime, za regularne kvadratne matrice A i B
(tj. detA #0idet B+ 0), je det(AB) =detA-det B # 0, odakle sledi da je AB # O,
te kako je leva strana implikacije netacna, implikacija u celini je tacna.

I’= Ako matrice A i B nisu regularne, implikacija je netacna. Na primer, za

. 10 . 00 i
matrlceA—[O 0]7&@13—[0 1]¢(DV21Z1AB—(D.

(i) NE. Po teoremi je (AB)™' = B"'A™!, te bi jednakost (AB)™! = A~'B~! vazila
samo ako matrice A~' i B~! komutiraju (tj. A"'B~! = B~1A™1), §to u opstem
slu¢aju nije tacno.

(G) DA. Ovo je teorema.

(k) DA, po definiciji inverzne matrice je AA™! = A"1A = I.

(1) NE. Na primer, za regularne matrice
A=IiB=1Ijedet(AB) =detl =1# 1+1=det(A)+det(B).

(m) DA.Po teoremi je det(AB) = detA-det B=detB-detA (jer detA i det B su skalari).

(n) NE. Na primer, za regularne matrice A =1 i B = —[ formata 2 (ili bilo kojeg
parnog formata) je

det(A+B) =det© =0# 1+ 1 =det(A) +det(B).
(o) NE. Na primer, za regularnu matricu A = [ formata2id =3 je

det(1A) = det(31) = (3; g l=9¢/1det(A)=3detI=3-1=3.
(p) DA, sto sledi iz definicije mnoZenja matrice skalarom, i osobine determinanti
[D3]. 7

9.5 Resavanje matri¢nih jednacina

Matri¢ne jednacine reSavamo donekle sli¢no kao i jednacine &ije su nepoznate iz
skupa npr. realnih brojeva, ali postoje i neke razlike. Moramo voditi racuna o osobi-
nama matri¢nih operacija, tj. moramo imati u vidu npr. da
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e mnoZenje matrica nije komutativna operacija, tako da pri mnoZenju neke ma-
tricne jednakosti ili jednacine sa nekom matricom A, izraze s obe strane jedna-
kosti mnoZimo s leve ili s desne strane, tj. iz A = B sledi CA=CBkaoiAC = BC,
ali ne sledi AC = CB niti CA = BC,

e inverzna matrica postoji samo za kvadratne, regularne matrice (dok za x € R

1
element — postoji za sve x # 0),
X
e za matrice A i Biz AB =0 ne sledi A =0 ili B= 0O (kao u skupu realnih

brojeva),

e matri¢ne operacije su definisane samo za matrice odgovarajuéeg formata, tako
da i nepoynata matrica X u matri¢noj jednacini mora biti odgovarajuceg formata
(matri¢na jednacina po nepoznatoj matrici X moZe da nema resenja vec i zbog
toga Sto ne postoji matrica X takvog formata da su sve operacije u matricnoj
jednacini dobro definisane),

i tako dalje.

. -1 2 12 =2 |12 e
Zadatak 9.23 Za matrice A = 13 , B= ] ] C—[ 3 3 ] resiti po

nepoznatoj X matricnu jednacinu AX + B=C —2I.

w Resenje: Da bi matrica C —21 bila definisana, jedini¢na matrica / je formata 2.
AX+B=C-2] & AX+B-B=C-2I-B &

o AX+O=C-2I-B & AX=C-2I-B &

& A'AX=A"Y(C-21-B) & IX=A"'(C-21-B) & X=A"Y(C-2I-B),
[1] - koristimo asocijativnost sabiranja matrica;

[2] - mnoZimo jednakost sa A~! s leve strane ukoliko A~! postoji (i asocijativnost mno-
Zenja matrica);

i pri tome je

-2 2 43
-t 3] Tz T

te tako konacno dobijamo

N— —

sz-‘(c—zl—B)z[:
ERGE

-2
Zadatak 9.24 Za matrice A = : L 3

nepoznatoj X matrichu jednacinu AX+ B =CX+ 1.

vl

[N L S (O8]

[STE
Il
[ § S L
o=
—
—
I
\S o)\
e

IZ,B: 2_2},C

Il
—
W =
[\S TN \S)

}, resiti po

w ReSenje:
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AX+B=CX+] & AX+B-CX-B=CX+I-CX_B &
[1
Y AX-CX+D=I1-B+D © AX-CX=I-B & (A-C)X=I-B &

Y A0 UA-OX=(A-C)'I-B) & IX=(A-C)'U-B) o

s X=A-0)"'U-B),

[1] - koristimo komutativnost i asocijativnost sabiranja matrica;

[2] - koristimo distributivnost mnoZenja prema sabiranju matrica;

[3] - mnoZimo jednakost sa (A —C )_1 s leve strane ukoliko (A — C)_1 postoji;
gde je I jedini¢na matrica formata 2, i pri tome je

G |20 11 o] [-!
A4-0 ‘[—4 1} “5[4 —2]‘[—5

te tako konac¢no dobijamo

_ -1 |-+ 0 -1 2| [§ =1
X=(A-0) (I—B)_[_% o H P . v
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Glava 10

Slobodni vektori

Slobodni vektori su klase ekvivalencije na skupu uredenih parova tacaka prostora,
u odnosu na relaciju p definisanu sa (vidi [RDO05]).
(A,B)p(C,D) & duz AB je paralelna, podudarna i isto orijentisana kao duz CD.
Kao glavnog pretstavnika, najéesée uzimamo vektor ¢ija je poCetna tacka u koor-

dinatnom pocetku. Vektor je odreden svojim pravcem, smerom i intenzitetom. Dva
vektora su jednaka ako imaju jednake pravce smerove i intenzitete.

Skup V slobodnih vektora sa poljem realnih brojeva i opearcijama sabiranja vektora
i mnoZenja vektora skalarom (realnim brojem) ¢ini trodimenzionalni vektorski prostor
izomorfan sa R®. Njegova standardna, ortonormirana baza je uredena trojka jedini¢nih
vektora (7, f, Ig) koja Cini desni trijedar. Zbog izomorfnizma sa R>, slobodni vektor
d=aji+ a2f+ aﬂ?,,poistovec’ujemo” sa(ay,as,a3) € R3, tj. Eesto pisemo @ = (a1, az, az),
pri Semu je tada i = (1,0,0), /= (0,1,0)i k = (0,0, 1).

Osnovne racunske operacije sa vektorima

1. Intenzitet (moduo) vektora @, u oznaci lc‘z’| je duZina vektora d.

2. Proizvod skalara (realnog broja) « i vektora d, u oznaci a - d je vektor istog prav-

ca kao d, istog smera kao d za pozitivan, odnosno suprotnog smera za negativan
skalar a, 1 intenziteta || - |a].

3. Skalarni proizvod vektora & i b,uoznacid-b je skalar (realan broj) definisan sa

ab= |Ez’| . |5| - COS (<I (&’, 5))

4. Vektorski proizvod vektora a i b, u oznaci @x b je vektor ¢iji je

e intenzitet |51’| . }l;| . sin(<I (Zi, 5))
e smer takav da uredena trojka vektora (&’,

, E’) ¢ini desni trijedar.

239
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5. MeSoviti proizvod vektora d, bi ¢, u oznaci [c‘z’, l;, E’] je skalar (realan broj) defini-
san sa

[3,5,8] = 3(5 ><8).

6. Projekcija vektora @ na vektor b, u oznaci Proj &»I; je vektor koji se dobija ortogo-

nalnom projekcijom vektora @ na vektor b (on je istog pravca kao vektor b, istog
smera kao b ako je ugao izmedu d i b oStar, a suprotnog smera u odnosu na b ako

je ugao izmedu a i b tup, a intenzitet mu je %’). Dakle

Proj»gza;f-ézﬁ-g.
N

Ako su vektori dati svojim koordinatama u bazi Zf/?) tada intenzitet vektora,
proizvod vektora skalarom, skalarni proizvod, vektorski proizvod, meSoviti proizvod,
kao i ugao izmedu vektora izra¢unavamo na slede¢i nalin. Za vektore d = (ay,az,as),
b= (b1,b2,b3)1¢=(cy,c2,c3) imamo

1. intenzitet vektora a:

2. proizvod skalara & € R i vektora a:

S
ad = (aay,aay,aas);
5

3. skalarni proizvod vektora d i b:

a- l; =ai1by +axby + azbs.
4. vektorski proizvod vektora @ i b:

R
axb= ay a; as =(a2b3—a3b2,a3b1—a1b3,a1b2—azb1).
by by b;

.o, . . g .
5. meSoviti proizvod vektora d, b i ¢

a, ay az

.
|@.b.c]=| b1 by b
¢l C (3

. ugao izmedu vektora @ i b (sledi iz definicije skalarnog proizvoda):

<X (El’, 5) = arccos(%).

I= Uocimo da u trodimenzionalnom prostoru slobodnih vektora ne moZemo govo-
riti o orijentaciji ugla izmedu dva vektora.

I’= Po definiciji smatramo da je nula-vektor 0i paralelan sa svakim vektorom, i
ortogonalan na svaki vektor.
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Koristeéi ove operacije sa vektorima, moZemo pocu njih izraziti neke vazne uza-
jamne odnose izmedu vektora i geometrijskih tela koje obrazuju.

1. Kod vektorskog proizvoda, intenzitet vektora d X b je povrsina paralelograma
odredenog vektorima @i b.

2. Kod meSovitog proizvoda, vrednost ‘[El’, b, E’” pretstavlja zapreminu paralelopi-

-

peda odredenog vektorima a, bic

N

3. Za svaka dva vektora @i b je @b ako i samo ako jedb=0.
4. Za svaka dva vektora d i Eje a@| b ako i samo ako jedx b=0.
5. Vektori 4, bicsu koplanarni (leZe u istoj ravni) ako i samo ako je [El’, l;, 8] =0.

6. Vektori @i b su kolinearni ako i samo ako postoji skalar k € R takav da je @ = kb
ili b = kd.

7. Vektori @ i b su nekolinearni ako i samo ako
ad+ph=0 = (a=0AB=0).

8. Vektorid, bicsu koplanarni ako i samo ako postoje skalari @, € R takvi da je
¢=ad+pb.

9. Vektori @, bicsu nekoplanarni ako i samo ako

aé’+,85+75’=6 = (@=0AB=0Ay=0).

N
a

10. Vektor =
|

je jedini¢ni vektor istog pravca i smera kao vektor d.

N -

11. Vektor je simetralni vektor ugla kojeg obrazuju vektori @ i b, jer su

a
A
g
ﬁ

o ey . . La .. .
obojica istog, jedini¢nog intenziteta, i H je istog pravca i smera kao vektor @, a
a

N

b . . . >
— je istog pravca i smera kao vektor b.

A
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Vektor ‘5' -d+ |d’ | -b je takode simetralni vektor ugla kojeg obrazuju vektori @i b,
jer su obojica istog intenziteta ”5| 't_i' = '5| . |é’| = |c'1’| . |5| = ||c'1’| 5‘, i |5| -d je istog
pravca i smera kao vektor d, a |c'z’| b je istog pravca i smera kao vektor b.

N - N -
a b .a . L.
— — — — su uzajamno ortogonalni, jer je

12. Vektori |Ez’| Wl |c'z’| |5'

" [el )\l () ja Jal- [ o |
£ 1
R

Slede neke od vaznih osobina operacija sa vektorima. Za sve vektore d, b i ¢, i sve
skalare a 1 8 vazi

2
l. e —»| ,
- =
2. a(ma):a +az,

,
3. (@+b)e=ac+be,

Primer 10.1 Dati su slobodni vektori
a=(1,-3,2), b=(=2,-3,4), 2=(,1,1), d=(-2,6,-4), &=(-1,-6,6).

- |3 = \12+(-3)*+22 = V14,
'E| = \/(—2)2 +(=3)2+42 = V29,

|E|= VI2+12+12= 3.
w 20=02,-6,4), -d=(-1,3,-2).
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- d.d=ld =14.

w h=1-(=2)+(=3)-(-3)+2-4 =15,
a-¢=1-1+(=3)-1+2-1=0, odakle sledi da su vektori d i l;ortogonalni,
d-d=1-(=2)+(=3)-6+2-(—4) = —28,

>

= —2-d, odakle sledi da su vektori @ i d paralelni, suprotnog smera, i vektor d
Je 2 puta duZi od vektora d,

- <X (C_l) 5) = arccos a—g = arccos(L) = arccos(i)
| V1429 406/

-

4(5,3) = arccos b-¢ = arccos((_z). 1+(3)-1+4- 1) = arccos(L),
V29 V3 V87

(uglovi < (d’, 5) i X (l_;, E’) su 0Stri jer je arccos x € (0, g) za x€(0,1)).

~a
taa

23 2 |=(-12+6)i+(@4—4)]+(=3+6)k = (~6,0,3),
3 4

R
X
S
I
DN — o~

. . . " .
povrsina paralelograma odredenog vektorima d i b je

‘3x5' = J(=6)2+02+32 = V45,

L)

J , . ,
-3 2 |=(=3=-2i+Q2-1Dj+1+3)k=(-5,1,4),
11

axcé=

—_— e~y

povrSina paralelograma odredenog vektorima d i ¢ je

'axﬁ‘ = (=52 + 12442 = VA2,

1 -3 2
- |@.b.¢]=| 2 -3 4 |=-3-12-4+6-6-4=-23,
111

zapremina paralelopipeda odredenog vektorima d, bie Jje |[Ez’, b, 5’” =23,

1 -3 2
[a,z?,a]: 2 -3 4 |=-18+12+424-6-36+24=0,
-1 -6 6

zapremina paralelopipeda odredenog vektorima d, bié je ‘[C_l), b, E’H =0, odnosno,

N
vektori @, b i ¢ su koplanarni. v

Definicija 10.1 Lineama kombinacija vektora A = {a,,ay,...,a,} je svaki izraz oblika
aja) +aa + ...+ apay, gde su ay,ay,...,a, skalari (realni brojevi).
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Definicija 10.2 Skup vektora A = {ay,as,...,a,} je lineamo nezavisan ukoliko je line-
arna kombinacija ayay + azay +. ..+ aya, vektora ay,ay, ..., a, jednaka nuli samo kada
su svi skalari jednaki nuli, tj. ako vaZi

aja) +adax + ...+ auay, =0 = al=ar=...=qa,=0.

Ukoliko vektori skupa A nisu linearno nezavisni, tada kaZemo da su lineamo zavisni.

Teorema 10.1 Skup vektora A ={ay,as,...,a,} je linearno nezavisan ukoliko se ni je-
dan od vektora a; ne moZe izraziti preko preostalih vektora, tj. vektora skupa A\ {a;}.
n

Dakle, linearno su nezavisni ako ne postoje skalari ay takvi da je a; = Za/kak, ni za

k=1
k#i

Jjedan od vektora a;.

Definicija 10.3 Vektori skupa A ={ay,az,...,a,} su generatomi za skup slobodnih vek-
tora ako se svaki vektor X moZe izraziti kao njihova linearna kombinacija, tj. ako za
n

svaki vektor X postoje skalari (realni brojevi) ay, takvi da je X = Z aay.
k=1

Definicija 10.4 Skup vektora A ={a\,as,...,a,} je baza skupa slobodnih vektora uko-
liko je i linearno nezavisan, i generatoran u skupu slobodnih vektora.

I’= Najvaznija baza slobodnih vektora je {?, f,/?}

Zadatak 10.1 U vektorskom prostoru svih slobodnih vektora, diskutovati generator-
-
nost i linearnu nezavisnost uredenog para vektora (d’, b).

w Resenje: Dva vektora u trodimenzionalnom prostoru slobodnih vektora ne mogu
biti generatorni za taj prostor.

. . 4 . .. . . . . . . .
Vektori @ i b mogu a ne moraju biti linerno nezavisni, jer su nezavisni ako i samo
ako su nekolinearni. vl

Zadatak 10.2 U vektorskom prostoru svih slobodnih vektora, diskutovati generator-
3
nost i linearnu nezavisnost uredene trojke vektora (ﬁ, b, E).

v . . 2. . . . . q.
w ReSenje: Vektori d, b i ¢ u trodimenzionalnom prostoru slobodnih vektora i linerno
nezavisni i generatorni ako i samo ako su nekoplanarni. vl

Zadatak 10.3 U vektorskom prostoru svih slobodnih vektora, diskutovati generator-
7. . v -2 3
nost i linearnu nezavisnost uredene cetvorke vektora (a,b,c,dj.

w Resenje: Cetiri vektora u trodimenzionalnom prostoru slobodnih vektora ne mogu
biti linearno nezavisni, jer se bar jedan od njih moze izraziti preko ostalih.

. " . . . . . .
Vektori @, b, ¢id mogu a ne moraju biti generatorni za prostor slobodnih vektora,
a generatorni su ako i samo ako su nekoplanarni. vl
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Zadatak 10.4 U vektorskom prostoru svih slobodnih vektora, diskutovati generator-
-
nost i linearnu nezavisnost uredene trojke vektora (ﬁ, b, 0).

w Resenje: Uredena trojka vektora (Ei, b, 6) je linearno zavisna jer sadrzi nula-vektor.
Nula-vektor ,,niSta ne generiSe” te sledi L(Zi, 1;, 6) = L(Ez’, 5), odakle dobijamo da je
dim (L (é’, b, 6)) =dim (L (Ez’, 5)) < 2, te vektori (é’, l_;) odnosno (Zz’, b, 6) ne mogu da ge-
neriSu trodimenzionalni prostor slobodnih vektora. vl

Zadatak 10.5 Koji od sledecih iskaza implicira linearnu zavisnost ili nezavisnost slo-
bodnih vektora d i b:

(allb, (byakb  (c)dLh, — (dath,  (e)@=0v b=0.

w ReSenje:
(@) 1z @|| b sledi da jed= kb ili b = kd za neko k € R, odnosno da su vektori @ i b
linearno zavisni.
(b) Iz@ffbsledidajed+0,b#0,d+kbib+# kd za svako k € R, te su tada vektori
@i b linearno nezavisni.

(©) aLb ne implicira ni zavisnost ni nezavisnost vektora & i b. Naime, iz @Lb sledi
da je ili bar jedan od vektora d i b jednak nula-vektoru, ili su @ # 0ib # 0 takvi
daje @# kb ib # kd za svako k € R. U prvom slucaju su vektori @i b linearno
zavisni, a u drugom nezavisni.

(d) a Lb takode ne implicira ni zavisnost ni nezavisnost vektora & i b. Npr. 7 L0
i vektori 7 i 27 su linearno zavisni (paralelni su), a s druge strane, za bilo koja
dva vektora@#0ib#0 koji nisu ni paralelni ni ortogonalni vazi @ Lbidasu
linearno nezavisni.

(e) Svaki skup vektora koji sadrzi nula-vektor je linearno zavisan, te su u ovakvom
slu¢aju @ i b linearno zavisni vektori. 7

- >

Zadatak 10.6 Koji od navedenih iskaza implicira ortogonalnost vektora d + 0ib#0:
(@axb=a  (byaxbfa  (c)dxb=0,
(d)@xb +0, (e)d@h=0, (f) @b + 0.

w ResSenje:

(a) NE. S obzirom da je, po definiciji vektorskog proizvoda, vektor d@x b ortogonalan
na vektore @ i b, jednakost @x b = @ moze da vazi samo u slu¢aju kada je @ =0, i
tada bi bilo EiJ_l;, ali po uslovu zadatka imamo d # 0.

N

(b) NE. Na primer, za vektore @ = 7 i b= ?+7imam0 d#0,6%0,axb]| IE)H d,a
vektori@d=7ib=1+ fnisu ortogonalni (zaklapaju ugao 7).
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(¢) NE.Na primer, za vektore d = {ib=2{imamo a * 6, b * 6, all b inisu ortogonalni
jer ni jedna od njih nije nula-vektor, a pri tome je d X b=0 jer je vektorski
proizvod dva paralelna vektora uvek jednak nula-vektoru.

=7ib=i+jimamo @# 0, 5#0, @xb#0 jer

(d) NE. Na primer, za vektore d
. i I 7 . .
@=11b=1i+ ] nisu ortogonalni.

. x .
zaklapaju ugao 7, a vektori

(e) DA, po definiciji skalarnog proizvoda (ukljucujuéi i slucaj kada je bar jedan od
vektora @i b jednak nula-vektoru).
? 2>

(f) NE. Na primer, vektori @ = i#0ib= +j# 0 nisu ortogonalni, a vazi

dﬁz?(ﬁf): |17|2+Z7= 1+0%0.

Zadatak 10.7 Koji od sledecih iskaza implicira nekoplanarnost trojke slobodnih vek-
tora (El’, b, E')

N

(@) @#0ADb£0AC#0

L

-

b)) dzbrd+énbd

L

(c) nijed|| blé tj. nisu svi vektori a, bi C istog pravca,

(d) @b Aalfe A ble . svivekiori @ b i & su razlicitog pravea,
(e) d(bx2)#0,

) @axb=2

. " . . . .
(g) vektori d, b i ¢ su linearno nezavisni.

w ReSenje:
(a) NE, posmatrajmo npr. vektore d = b=2=1
(b) NE, posmatrajmo npr. vektore @ =i, b = 27 i & = 3i.
(¢) NE, posmatrajmo npr. vektore @ = ib= 71 =i+ fkoji svi leze u xOy ravni
(d) NE, posmatrajmo npr. vektore d = ib= fi e=i+ fkoji svi leZe u xOy ravni.

(e) DA, vidi o meSovitom vektorskom proizvodu [d‘, 5, E‘] = Zi(lg X E) na strani 241.
(f) NE, posmatrajmo npr. vektore @ =5 = &= 0.

(g) DA, jer ako su d, bic koplanarni, tada se jedan od njih moZe izraziti kao linearna
kombinacija preostala dva. i

Zadatak 10.8 Neka je (Ei, l_;, E’) uredena trojka vektora takvih da su svaka dva nekoli-
nearna. Diskutovati njihovu linearnu zavisnost i generatornost u prostoru slobodnih
vektora.
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v . ? P 2. 2. .
w ReSenje: Npr. zad =i, b= jic=k imamo da su svaka dva od ovih Vektora neko-
- 2.
hnearna pri ¢emu su oni i linearno nezavisni i generatorni, dok npr. za d@ = b= ji
=i+ ] imamo da su svaka dva nekolinearna, ali su linearno zavisni i nisu generatorni

za prostor slobodnih vektora. vl

Zadatak 10.9 Neka je (C_l), b, E’) uredena trojka nekoplanarnih slobodnih vektora. Ispi-
tati tacnost sledecih iskaza.

S
(a) Trojka vektora (&’,b,é’) Jje uvek linearno nezavisna.
)

(b) Trojka vektora (é’, 5, c) Jje uvek linearno zavisna.

N

N
(c) Postoji takav vektor d da je cetvorka vektora (&’,b,c”,ci) linearno nezavisna.

- -
(d) Postoji takav vektor d da je Cetvorka vektora (d‘,b,ﬁ,g) linearno zavisna.

i

(e) Za svaki vektor d Jje Cetvorka vektora (Zz’,b,[",ci) linearno nezavisna.

(&) Za svaki vektor d Jje Cetvorka vektora (3, 5, E’,dj linearno zavisna.

(g) Svaki vektor d je linearna kombinacija uredene trojke vektora (c_l’, b, 5’).
= ResSenje:

. . . . . 2.
(a) DA, jer su nekoplanarni. Naime, npr. vektor @ ne pripada ravni vektora b i ¢, te
se ne moZe izraziti kao njihova linearna kombinacija.

(b) NE, vidi pod (a).

(c) NE. U trodimenzionalnom prostoru slobodnih vektora, svaka 4 vektora su line-
arno zavisna.

(d) DA, vidi pod (c).
(e) NE, vidi pod (c).
(f) DA, vidi pod (c).

(g) DA, jer tri nezavisna vektora (vidi pod (a)) &, b i @u trodimenzionalnom prostoru
slobodnih vektora ¢ine bazu tog prostora. 4

Zadatak 10.10 Neka je (El’,l—;, E’) uredena trojka komplanarih slobodnih vektora. Di-
skutovati njihovu linearnu nezavisnost i generatornost u prostoru slobodnih vektora.

. . 2. . . oy aqe ..
w Resenje: Ako su vektori d, b i ¢ koplanarni, tada oni generi$u ravan ili pravu kojoj
pripadaju, te nisu generatorni za prostor slobodnih vektora, a nisu ni linearno nezavisni
jer se jedan od njih moZe izraziti kao linearna kombinacija ostala dva. vl

Zadatak 10.11 Neka je (Zi, l;, 5) uredena trojka nekolinearnih slobodnih vektora. Di-
skutovati njihovu linearnu nezavisnost i generatornost u prostoru slobodnih vektora.
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v . . ? P 2. 7 . . . . o .
w ReSenje: Npr. vektori d =i, b = j i ¢ = k su nekolinearni, linearno su nezavisni i

oy . r 2. ? . . .
generiSu prostor slobodnih vektora, dok su npr. @ = b =i i ¢ = j nekolinearni, ali su
linearno zavisni i ne generiSu prostor slobodnih vektora. vl

Zadatak 10.12 Za date vektore @ i b diskutovati po a,B € R njihovu kolinearnost i
ortogonalnost.

(a) d=(a,1,a), l_;:(l,a/,a/).
(b) @=(1,2,3), b=(1,a.p).
(©) @=(4,2a,a), b=(1,a,-3a).

= ReSenje:

(a) Iz
a-b=(l,a)-(L,o,0)=2a+?=aR+a)=0 & ac{0,-2}

sledi da su vektori @i b ortogonalni za a € {0, -2}.

1z
BER:
axb=la 1 a|=(@l-a),a-a),l@-1)(a+1))=(0,0,0)
1 a «a

o (a(l-a)=0Aa(l-a)=0 A (a—1D)(a+1)=0)
o a=1

sledi da su vektori @i b kolinearni za o = 1.

(b) 1z
L o2 3 1
a-b=(1,23)-(l,a,8)=2a+38+1=0 & a= _E'B_ E,ﬂeR
sledi da su vektori @i b ortogonalni za @ = —%ﬁ - % i proizvoljno S8 € R.

1z

—_—

axb= = (=3 +2B,-B+3,a—2) = (0,0,0)

™ W X

J

2
1 «a
o (-3a+2B8=0A —-B+3=0Aa-2=0)
e (@=2AB=3)

sledi da su vektori @ i b kolinearni za @ =218 = 3.
(c) Iz

- 3+ V9-32
a-b=42a,1)-(1,0,-30)=20"-3a+4=0 & a:+T§ER

sledi da vektori @ i b nisu ortogonalni ni za jednu vrednost @ € R.

1z
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A
axb=|4 2a 1 =(—a(6a+1),12a+1,2a) = (0,0,0)
1 a 3«a

S (—aba+1)=0A 12a+1=0 A 2a=0)
1 1
=3 (ae{—g O}Aa——ﬁ/\a 0) s ael

sledi da vektori @ i b nisu paralelni ni za jednu vrednost a € R. vl

Zadatak 10.13 Neka je Py vektor poloZaja tacke M, i |WV ‘ = (. Izraziti vektor Py

poloZaja tacke N u zavisnosti od Py, p i €, ako je vektor p istog pravca kao i vektor
M N), a suprotnog smera od vektora M N.

= ResSenje:

MN MN
rN—rM+AT]\}—rM+|W‘|W| I’M+f|m|—rM €|p| val

Zadatak 10.14 Neka je ABCD paralelogram gde je BD njegova dijagonala, neka je S
presek dijagonala paralelograma ABCD, neka je tacka T teZiste trougla ABC, i neka
Jje tacka Q teZiste trougla ABS . Izraziti vektore AT, BT i @ kao linearne kombinacije
vektora@=AB i b = BC.

w ReSenje: Neka je S sredina duzi AB, S, sredina duZi BC, a R sredina duzi S| B.
Duz BS je teZiSna linija trougla ABC, te je BT = —B? AT = 2AS 2. Presek dijagonala
polovi dijagonale, te je BT = 2BS = ( @) B_D) Tako dobijamo

it =275 @§+§g)=§@m+5§ay:_@+§g 24+ 15,

BT = 1 BD = 1(BC + D) = 5(BC + BA) = 5 (BC-AB) = 3 (5~

@ m+s@ _B)+ SSI (D7+1ﬁ)+§m
=§(FB’+E’)+--—B’ 2B+ AB) + 5(-50)

1 - A 1 1 l_;
- 3P (0= a3

w

):_§a+§a
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Zadatak 10.15 Neka je ABCD paralelogram sa dijagonalama AC i BD, neka je T
teZiste trougla BCD, i neka je S sredina duZi AD. Izraziti TS kao linearnu kombinaciju
vektora @ =AB i b= AC.

1
w ReSenje: Neka je Q presek dijagonala AC i BD. Kakoje TQ = §CQ (teziSte trougla
deli tezi$ne linije u razmeri 1 : 2) i CQ = AQ (presek dijagonala polovi dijagonale), sledi

2
dajeTA = §CA. Tako dobijamo

TS = TA+4S = §a+%m:_§m+%m:_§z+5(m+m):
- _§z+%(_x§+m) - —§E+%(—a+5)= _éd_éz.
D C
Ry T
9]
A B vl

Zadatak 10.16 Neka je ABCD paralelogram sa dijagonalama AC i BD, a tacka T
teZiste trougla ACD. Izraziti vektor AT kao linearnu kombinaciju vektora @ = AB i

b= BC.
v . 2 o .
w ReSenje: Kako je BT = §BD (vidi zadatak 10.15), sledi

ﬁ=ﬁ+ﬁ=c‘z’+%lﬁ:&’+§(ﬂ+ﬁ):&’+z(—ﬁ+ﬁ)z

3

2 - 1 2—'
=d+=(-@+b)=-ad+=b.
3( ) 3 3 c D

Zadatak 10.17 U zavisnosti od 7, 7, i 7. izraziti teZiste T trougla ABC.

= Resenje: Neka je S sredina duzi AC. Kako teZiSte trougla deli teZiSne linije u
odnosu 2 : 1, dobijamo
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Zadatak 10.18 Ako je ABCD paralelogram, S presek dijagonala AC i BD i T teZiste
trougla S AB, izraziti DT u zavisnosti od vektora d = ﬁ ib= lﬁ

w Refenje: Neka je Q sredina stranice AB paralelograma. Tada je S Q teZiSna linija
trougla SAB, te je ST = %@, i pri tome je SO = %CTé Tako dobijamo
1 2 1 21 1 1
D7 :m+ﬁ: 5@4’ g@: §(m+ﬁ)+§§@: E(@+ﬁ)_§@:
1 o 1 1, »  1- 1, 5,
= 5(—lﬁ+a)— gB? = E(—b+a)— gb = za— gb
C D

Zadatak 10.19 Neka je je ABCD paralelogram, gde mu je BD dijagonala, a S presek
dijagonala. U zavisnosti od ¥, 7, i 7, izraziti vektore poloZaja tacaka C i D.

w ReSenje:
2 _ 2 _ 2 _ =2 = 2\ _Nnz2 =2
rC—rA+ﬁ—rA+2ﬁ—rA+2(rs—rA)—ZrS—rA,
i analogno
2 _ 2 _ 2 _ 2 =2 2\ _Nn2 =2
rD—r3+m—r3+2ﬁ—r3+2(rs—rB)—2rS—rB.

C D

B A v|

Zadatak 19.20 Odred_ifi parametar @ € R tako da za d = (1,1,1) i b= (0,2,0) vektori
p=ad+5bid=3d—b budu
(a) paralelni, (b) ortogonalni.

w ResSenje:
p=a(l,1,1)+5(0,2,0) = (o, + 10,a),
¢d=3(1,1,1)-(0,2,0)= (3, 1,3).

@ Fll§ © 0=pxd=(30+22,0,-30-2qa) &
& (30+2¢=0 A -30-2a=0) & a=-15.

> - _ 10
b) pLg © 0=p-G=Ta+10 & a=-=.
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Zadatak 10.21 Za koje sve vrednosti realnog parametra a su vektori X = (a,1 —a,a),
=(2a,2a-1,a+2)i7=(-2a,a,—a) koplanarni (leZe u istoj ravni)?

w ReSenje: Od raznih potrebnih i dovoljnih uslova za koplanarnost vektora, ovde je
najbolje koristiti da su vektori koplanarni ako i samo ako je njihov meSoviti proizvod
jednak nuli.

a 1-a a —a 1 a ) iy |
[%7.7=| 2a 2a-1 a+2 |¥| -4 3a+1 a+2 |¥- o 3a+1|
—2a a —-a 0 0 —-a

= a(3a2 +a —4) =ala— 1)(‘”‘ %)’

[1] - Tre¢u kolonu dodamo na drugu, i treu kolonu pomnoZenu sa —2 dodamo na prvu.
[2] - Razvijamo po trecoj vrsti.

te su vektori ¥, y i Zkoplanarni sa

[f,y’,f]==a(a—1)(a+g)=0 = ae{O,l,—g}. a

Zadatak 10.22 Izracunati visinu paralelopipeda odredenog vektorima d = (1 0 -2),
=(0,1,-2), ¢=(-1,3,5), pri demu je osnova paralelopipeda odredena sa d i b.

= ReSenje: Obelezimo redom sa V, P, h zapreminu, povrSinu osnove i visinu parale-
lopipeda. Koriste¢i poznatu formulu za zapreminu paralelopipeda kao i geometrijsku
interpretaciju mesSovog i vektorskog proizvoda dobijamo

V=Ph = h:zz[ﬁ’g’f],
P |Ez’><b|
gde je
1 0 -2
lab.el=| 0 1 —2|=9,
-1 3 5

RN
’ﬁxb’z 1 0 -2 |=1221)=V2+22+12=3,
01 -2

Zadatak 10.23 Neka su A, B; i C| redom sredine stranica [BC], [AC] i [AB] trougla
R

AABC. Dokazati da je AA, + BB, +CC; =0.



SLOBODNI VEKTORI 253

w ReSenje: Neka je d = ABib=BC, pri Cemu je tada AC = AB+BC = a+b. Sabirajuéi
vektore

AA| =AB+BA =a+}

BB, =BA+AB| =BA+1AC =-la+1b,
TQ>=@+ITQ>=—%3—E,

dobijamo

m+B_Bl)+C_C1>=(1—%—%)&’+(%+1—1)5=6.

-

s

=

Zadatak 10.24 Dati su u prostoru trougao AABC i tacka O. Neka je T teZiste trougla
AABC. Dokazati da je

OT = +(04+ 0B +0C).

w Resenje: Koristeci zadatak ?? imamo da je

m:mnm:mu;n,
@zmuﬁ:mngﬁ,
w:muﬁ:mugm

Sabirajuci ove jednakosti dobijamo
2 -
OA +0B+0C =30 +§(m+ﬁ+cﬁ) =307 +0,

odakle, delenjem sa 3, sledi tvrdenje. |

Zadatak 10.25 Dat je paralelopiped odreden vektorima m, OB i T, i neka je oD
njegova telesna dijagonala. Dokazati da OD sece ravan trougla AABC u teZistu T
trougla AABC, i da je |ﬁ' : |O_D>| =1:3.

= ReSenje:



254

Na osnovu zadatka 10.24 je D

OD =04 +0B+0C =307,
$to znadi da su vektori O7 i OD istog

B A
pravca i smera, i vektor oD je 3 puta /\
) \%/(/ /
T

duzi od vektora OT, a iz toga slede
oba tvrdenja zadatka.

0 A 7

Zadatak 10.26 Neka je T teZiste trougla AABC. Dokazati da je
[AB + [ACP* +[BC)* = 3([AT]* + [BT* + [CTT).

w Resenje: Neka je @=AB i b = BC. Pri tome je tada AC = @+ b. Koristei

AT = 23] = 2(AB+ BA)) = 2a+ 15,
BT = BB, = 2(BC+CB)) = ~ka+ 15,
CT = 20T, = 3(CB+ BC)) = - a- 26,

dobijamo
[AB + [ACP* + [BCY” = 3([AT* +[BT +[CTT?) &
= |Iﬂ§|2 + |,ﬁ|2 + |I¥‘2 = 3(‘ﬁ‘2 + ‘ﬁ‘z + ‘ﬁ'z) =

S 20 1N (1L 1N (1, 2.
= d’2+(ﬁ+b)2+52=3 (§ﬁ+§b) +(—§ﬁ+—b) +(——Ez’—§b)J =

o 32+52+235252+§2= 1 , y s
5 1 > 1 1 >
=3\ =+ —db+ b — & —Z@b+ b + @& + ~db+ -
(9“ g TgY Tgh TUh gy T Tdb g <
5 2.5 2
S 2(a2+3b+52)=3(9*2+93 +§52),

a poslednja jednakost je oCigledno tacna, pa je tana i njoj ekvivalentna polazna jedna-
kost. vl




Glava 11

Vektorski prostori

Definicija 11.1 Uredena cetvorka V = (V, F,+,-) se naziva vektorski prostor nad po-
liemF = (F,+,-) ako je + : V> — V (binarna operacija skupa V), - : FXV — V, i vaZe
sledecée aksiome:

Vi (V,+) je komutativna grupa.

Vo: YaeF,Vx,yeV,a-(x+y)=a-x+a-)y.
V3: Va,e F,VxeV, (a+f)-x=a-x+8-y.
Vy: Ya,fe F,VxeV, (a-B)-x=a-(B-x).

Vs: ¥YxeV, 1-x=x, gde je | neutralni element operacije - polja F = (F,+,").

& Operaciju + : V2 — V nazivamo sabiranjem vektora, elemente polja F tj. skupa F
nazivamo skalarima, a operacija - : F XV — V je tzv. mnoZenje vektora skalarom.

& Neutralni element grupe (V,+) nazivamo nula-vektorom i oznat¢avamo sa O ili 0.

I’= Uocimo da u vektorskom polju imamo 4 operacije:
e operacjiu + sabiranja skalara iz polja F = (F, +,-),
e operaciju - mnoZenja skalara iz polja F = (F, +,),
e operaciju + sabiranja vektora iz komutativne grupe (V, +),

e operaciju - : F XV — V mnoZenja vektora skalarom.

Definicija 11.2 Uredena cetvorka Vi = (V1, F,+,-) je potprostor vektorskog prostora
V=(V,F,+,-) ako je 0 + V| CV, operacije + i - iz V| su restrikcije operacija + i - iz
V, iV =V, F,+,-) je vektorski prostor.

IZ= Potprostor je vektorski prostor nad istim poljem kao i polazni vektorski prostor.

= Nula-vektor vektorskog prostora je i nula-vektor svakog njegovog potprostora.

255
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I’= Svaki vektorski prostor V = (V, F, +,-) ima bar dva, tzv. trivijalna potprostora.
Naime, on je sam sebi potprostor, a takode mu je potprostor i nula-prostor ({O}, F, +,-)
¢iji je jedini element nula-vektor.

I= U skupu svih vektorskih prostora, relacija ,,biti potprostor” je relacija poretka.
To znaci i da ako je V| potprostor od V,, a V, potprostor od V3, tada je V| potprostor
od V3.

Teorema 11.1 Ako je V = (V,F,+,-) vektorski prostor nad poljem F = (F,+,-), i ako
je 0+ W CV, tada je W = (W,F,+,-) podprostor prostora V ako i samo ako za sve
a,feFisvex,yeWvaiiax+ByeW.

Neka je nadalje V = (V,F, +,-) vektorski prostor nad poljem F = (F, +,-).

Definicija 11.3 Neka je V = (V,F, +,-) vektorski prostor nad poljem F, neka je n € N,
i (ai,ay,...,a,) uredena n-torka vektora iz prostora V, i neka su ai,ay,...,a, € F
skalari iz polja F. Vektor aya) + axaz + ...+ aya, € V se naziva lineama kombinacija
n-torke vektora (ay,a,...,ay).

Definicija 11.4 Skup svih linearnih kombinacija n-torke vektora (ay,ay,...,a,) pro-
stora V nad poljem F se naziva lineal n-torke vektora (ay,as,...,a,), i oznacavamo ga
sa L(aj,an,...,a,). Dakle,

L(ai,az,...,a,) ={aja; +aras +...+aua, | ay,az,...,a, € F}.

Teorema 11.2 Lineal L(ay,an,...,a,) vektora (ay,ay,...,a,) iz vektorskog prostora V
Jje potprostor prostora V.

Definicija 11.5 Neka n-torka vektora (ai,a,...,a,) je lineamo zavisna ako postoje
skalari ay,as,...,ay, takvi da je bar jedan od njih razlicit od nule i

aja) +araz +...+apa, = O

Neka n-torka vektora (ay,az,...,a,) je lineamo nezavisna ako nije linearno zavisna.

Proizvoljna n-torka vektora (ay,as,...,a,) je linearno zavisna ako i samo ako je bar
jedan od njenih vektora linearna kombinacija preostalih. n-torka vektora (ay,a,...,a,)
je linearno nezavisna ako i samo ako njena linearna kombinacija je nula vektor jedino
kada su svi skalari jednaki nuli. n-torka vektora (aj,ay,...,a,) je linearno nezavisna
ako i samo ako se nijedan od vektora te n-torke ne moZe izraziti kao linearna kombina-
cija preostalih.

N Za skup od n razliditih vektora {aj,a,...,a,} se kaZe da je linearno zavisan ili
nezavisan ako je n-torka vektora (ay,az,...,a,) linearno zavisna odnosno nezavisna.

Definicija 11.6 Uredena n-torka vektora (ay,as,...,a,) iz vektorskog prostora V ge-
nerise prostor V, tj. generatoma je za 'V ako se svaki vektor iz V moZe predstaviti kao
linearna kombinacija n-torke vektora (ay,a,...,ay), tj. ako je L(ai,az,...,a,) = V.

Definicija 11.7 Za n-torku vektora B= (a1, ay,...,a,) iz vektorskog prostora V kaZemo
da je baza prostora V ako je n-torka B linearno nezavisna i generise prostor V.
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& Za skup od n razligitih vektora {aj,as,...,a,)} se kaZe da je baza vektorskog pro-
stora ako je n-torka vektora (ay,as,...,a,) baza tog vektorskog prostora.

Teorema 11.3 Uredena n-torka vektora B = (ay,an,...,a,) vektorskog prostora V je
baza prostora V ako i samo ako se svaki vektor prostora V na jedinstven nacin moZze
pretstaviti kao linearna kombinacija vektora B = (ay,ay,...,a,).

Teorema 11.4 Uredena n-torka vektora B = (ay,an,...,a,) vektorskog prostora V je
baza prostora V ako i samo ako je ona maksimalna linearno nezavisna n-torka vektora

uV.

Teorema 11.5 Uredena n-torka vektora B = (ay,an,...,a,) vektorskog prostora V je
baza prostora V ako i samo ako je ona minimalna generatorna n-torka vektora prostora
V.

Proizvoljne dve baze A = (ajy,az,...,a,) i B = (by,bs,...,by,) vektorskog prostora V
imaju isti broj vektora, tj. n = m, i broj n se naziva dimenzija vektorskog prostora V.
Pisemo dimV = n.

& Ako za proizvoljnu bazu A = (ay,as,...,a,) vektorskog prostora V i proizvoljan
vektor x € V vazi x = a1a; + aras +... + aya,, gde su skalari @; jednoznac¢no odredeni,
tada je x4 = (a1, @2, ...,a,) tzv. prezentacija vektora x u bazi A.

= Nula-vektor ,,niSta ne generiSe” osim samog nula vektora i nula-prostora, te za
svaki skup vektora {ay,az,...,a,} vazi L(a;,a,...,a,,0) = L(a,a,...,a,). S druge
strane, po definiciji se lako proverava da je svaki skup vektora koji sadrZi i nula-vektor,
lenearno zavisan.

Slede neki najvazniji primeri vektorskih prostora, potprostora i njihovih baza.

Primer 11.1 Osnovni primer vektorskog prostora je takozvani realan Euklidov pro-
stor R" = (R",R, +,-) uredenih n-torki realnih brojeva nad poljem realnih brojeva
R =R, +,-), gde su operacije sabiranja vektora + : R" XxR" — R" i mnoZenja vektora
skalarom - : RxR" — R" definisane sa (ay,...,a,)+ (b1,...,b,) = (a1 +by,...,a, + by)
ia-(ai,...,ay) = (aay,...,aa,) (primetimo da su istim simbolima oznacene operacije
sabiranja vektora i mnoZenja vektora skalarom s jedne strane, i sabiranja i mnoZenja
elemenata polja realnih brojeva, ali je iz konteksta uvek jasno kojoj se od tih razlicitih
operacija radi; npr. ako znak + stoji izmedu dva vektora, tj. elementa skupa R", tada
se radi o operaciji sabiranja vektora tj. uredenih n-torki, a ako znak + stoji izmedu dva
realna broja, tada se radi o operaciji sabiranja skalara tj. realnih brojeva). Operacija
sabiranja vektora je definisana preko sabiranja komponenti vektora, a mnoZenje vek-
tora skalarom je definisana preko mnoZenja komponenti tim skalarom pa lako sledi da
je R" = (R",R,+,) vektorski prostor.

(a) Uredeni par (R",+) je komutativna grupa.
(a.1) Zatvorenost operacije sabiranja vektora sledi iz zatvorenosti sabiranja re-
alnih brojeva.

(a.2) Asocijativnost operacije sabiranja vektora sledi iz asocijativnosti sabiranja
realnih brojeva.
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(a.3) Neutralni element za sabiranje vektora je nula-vektor © = (0,...,0) jer je
broj 0 neutralni element za sabiranje realnih brojeva.

(a.4) Inverzni element vektora (ay,...,a,) pri sabiranju vektora je ,,suprotni”
vektor —(ay,...,a,) = (—ay,...,—ay) jer je inverzni element broja a; pri sa-
biranju realnih brojeva —a;.

(a.5) Komutativnost operacije sabiranja vektora sledi iz komutativnosti sabira-
nja realnih brojeva.
b)) YaeR, Yx,yeR", a-(x+y)=a-x+a-y
sledi iz distributivnosti s leva mnoZenja prema sabiranju realnih brojeva.
(©) Ya,BeR, VxeR", (@+B)-x=a-x+8-x
sledi iz distributivnosti s desna mnoZenja prema sabiranju realnih brojeva.
(d) Va,BeR, VxeR", a-(B-x)=(a-B) x
sledi iz asocijativnosti mnoZenja realnih brojeva.
(&) VxeR", 1-x=x
jer je 1 neutralni element za mnoZenje realnih brojeva (komponenti vektora).
Jedna, najvaznija baza ovog n-dimenzionalnog vektorskog prostora je takozvana stan-

dardna baza E = (ej,ey,e3,...,¢,), gde je e; = (1,0,0,...,0,0), e; = (0,1,0,...,0,0),
e3=(0,0,1,...,0,0),..., ¢, =(0,0,0,...,0,1).

Jos jedna baza ovog prostora je npr. B=(b1,b3,b3,...,b,), gde je by =(1,1,1,...,1,1),
b,=(,1,1,...,1,1), b3 =(0,0,1,...,1,1),..., b, =(0,0,0,...,0,1). v

Primer 11.2 Sli¢no kao i u prethodnom primeru se i za sledece uredene cetvorke do-
kazuje da su vektorski prostori.

(1) Q" =(@Q",Q,+,) je n-dimenzionalan vektorski prostor sa ,,standardnom ba-
zom” E = (e1,e3,€3,...,¢€,), gde je e; = (1,0,0,...,0,0), e2 =(0,1,0,...,0,0),
e3=(0,0,1,...,0,0),... ¢, =(0,0,0,...,0,1).

2) R*,Q,+,) je beskonacnodimenzionalan vektorski prostor. Vektorski prostor Q"
Jje njegov podprostor.

3) C"=(C",C, +,) je n-dimenzionalan vektorski prostor sa ,, standardnom bazom”
E =(ey,ez,e3,...,e,), gde je e; = (1,0,0,...,0,0), e2 = (0,1,0,...,0,0),
e3=(0,0,1,...,0,0), ..., ¢, =(0,0,0,...,0,1).

4) (C*",R,+,") je 2n-dimenzionalan vektorski prostor sa ,,standardnom bazom”
E=(21,8],62,8),...21.8,), gde je & = (1,0,0,...,0,0), & = (1,0,0,...,0,0),
& =1(0,1,0,...,0,0), & = (0,1,0,...,0,0), ..., &, = (0,0,0,...,0,1),
e, =1(0,0,0,...,0,1).

Vektorski prostor R" je njegov podprostor.

(5) (C*",Q,+,) je beskonacnodimenzionalan vektorski prostor. (R",Q,+,-) i Q" su
njegovi podprostori.
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(6) Neka je F = (F,+,-) proizvoljno polje sa nulom O i jedinicom 1, i neka su ope-
racije ® : F"XF" — F" i ©: F X F" — F" definisane sa
(al,aZs"'san)®(blsb2""’bn) = (al +b1’a2 +b29---,an+bn):
aO(a,an,...,ay) = (@-aj,a-ay,...,a-a,).

Uredena Cetvorka " = (F",F,®,0) je n-dimenzionalni vektorski prostor. Nje-
govu ,,standardnu bazu” &ini skup vektora E = (ey,ea,...,ey), gde je

e1=(1,0,0,...,0,0), e, = (0,1,0,...,0,0), ..., e, =(0,0,0,...,0,1).
Vektorski prostori C", R" i Q" su vektorski prostori ovog tipa. v

Primer 11.3 Slede primeri vektorskih prostora funkcija.
(1) Vektorski prostor svih realnih funkcija nad poljem realnih brojeva je uredena
Zetvorka RR = (RR,R, D, @), gde je RR = {f | f:R — R} skup svih funkcija iz
R u R, operacije sabiranja vektora (funkcija) ® i mnoZenja vektora (funkcija)
skalarom © su definisane na uobicajen nacin:

VxeR, (feg)()=f(0)+g(),  VYxeR, (10/)(x)=1-f(x)

za sve f,g € RR i svako A € R. Sve aksiome se lako proveravaju, vidi zadatak
6.27.

(a) Uredeni par (RR,GB) je Abelova grupa jer

* Vf,geRE, fogeRE,
+ Vf.g.heRY, (fog)dh=fo(goh),
 neutralni element je funkcija © € RR definisana sa ¥x € R, O (x) =0,
« za svako f € RR postoji inverzni element tj. funkcija ©f € R® defini-
sana saVx e R, (&f)(x) = f(x),

x« Vf,geRE, fog=go®f.

(b) YaeR, Vf,geRE, a0 (f@g) = (@0 f@d(a0g).

(©) Va.BeR, VfeRE (a+p)of=(a0HBBOL)

(d) Yo,BeR, VfeRR, a0 BOf)=(a-BOF.

(e) VFeRR 1of=f.

Ovaj vektorski prostor je beskonacnodimenzionalan.

(2) Skup neprekidnih realnih funkcija C (R) = { feRR | f je neprekidna ﬁmkcija}
sa restrikcijama operacija iz primera (1) Cini jedan beskonacnodimenzionalan
potprostor prostora RR.

(3) Skup realnih polinomskih funkcija sa restrikcijama operacija iz primera (1) ¢ini
takode jedan beskonacnodimenzionalan potprostor prostora iz primera (1) i (2),
i ovaj vektorski prostor je izomorfan sa vektorskim prostorom R [x] iz primera ??
pod (1), npr. preko izomorfizma koji svaki polinom iz R[x] preslikava u njegovu
odgovarajucu polinomsku funkciju. Zbog toga poistovecujemo ova dva vektor-
ska prostora. Analogno, vektorski prostor realnih polinomskih funkcija stepena
ne veceg od n, koji je potprostor prostora polinomskih funkcija je izomorfan sa
vektorskim prostorom R, [x] iz primera ?? pod (2).
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(4) Skup realnih nizova RN = {f | f:N — R} sa operacijama definisanim na isti
nacin kao u ovom primeru pod (1), ¢ini jedan beskonacnodimenzionalan vektor-
ski prostor. Ovaj je vektorski prostor izomorfan sa vektorskim prostorom svih
polinoma nad poljem R iz primera ?? pod (1), kao i sa vektorskim prostorm iz
ovog primera pod (3).

(5) Analogno se konstruise i vektorski prostor kompleksnih funkcija f : C — C nad
poljem kompleksnih brojeva, kao i vektorski prostor funkcija f : Q — Q nad
poljem racionalnih brojeva, kao i vektorski prostor svih funkcija f : F — F nad
proizvoljnim poljem F = (F, +,-).

Primer 11.4 Za skup slobodnih vektora V, i operacije + sabiranja slobodnih vektora
i - mnoZenja slobodnih vektora realnim brojem (vidi poglavlje o slobodnim vektorima),
uredena cetvorka V = (V,R, +,-) je vektorski prostor nad poljem realnih brojeva. Ovaj
vektorski prostor je dimenzije 3, a njegova standardna, tzv. ortonormirana baza je
(Zf,lz) Svaka dva vektora ove baze su uzajamno ortogonalna, i svaki je duZine 1.
Vektorski prostor slobodnih vektora je izomorfan sa vektorskim prostorom R3, npr.
preko izomorfizma ¢ : V — R3, go(cy?+ﬂf+ yl?) = ae) +Per+ye3 = (a,B,y). Stoga ove

vektorske prostore esto poistoveéujemo, i govorimo o R misleéi na V, i obratno. v

Zadatak 11.1 Ispitati koji od navedenih iskaza su tacni u proizvoljnom vektorskom
prostoru (V, F,+,-) nad proizvoljnim poljem F.

() Vx,yeV,Va eF, a(x+y) = ax+ay.

2) Yx,y,z€V, (x+y)+z=x+(+2).

(3) Yx,y,z€V, (x-y)-z=x-(y-2).

“4) VxeV, x+x=x

(5) Za svako x € V i svako a € F \ {0} su vektori x i a- x linearno nezavisni.
(6) Za svako x € V i svako a € F\ {0} su vektori x i a- x linearno zavisni.

(7) Za svaki vektor x € V je uredena 4-orka {ax | a € F}, F,+,-) potprostor prostora
(‘/9 F’ +, ')-

@8) VxeV,1-x=ux.
O Vx,yeV, x+y=y+ux
(10) VxeV,VYa,BeF, (a+B)x = ax+Bx.
(11) VxeV,VaeF,dyeV, ay=x
(12) YxeV,Ya e F, (—a)x = —(ax).
(13) ¥xeV,0-x=0.
w ReSenje:

(1) DA, ovo je jedna od aksioma vektorskih prostora.
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(2) DA, ovo je jedna od aksioma vektorskih prostora, jer je uredeni par (V, +) komu-
tativna grupa.

(3) NE, jer je - operacija mnoZenja vektora skalarom, a ne mnoZenja vektora (u vek-
torskom prostoru ne postoji mnoZenje vektora).

(4) NE, jer je uredeni par (V,+) proizvoljna komutativna grupa u kojoj zakon idem-
potentnosti ne vazi.

(5) NE. Naime, za a # 0 imamo (—a)-x+1-(a-x) = —(a-x)+(@-x) = O, te su
vektori x i @ - x po definiciji linearno zavisni.

(6) DA, dokazali smo pod (5).

(7) DA, jerje ({ax| @€ F},F,+,-) =L(x), a po teoremi 11.2 je vektorski prostor, tj.
potprostor od (V, F,+,-).

(8) DA, ovo je jedna od aksioma vektorskih prostora.

(9) DA, ovo je jedna od aksioma vektorskih prostora, jer je uredeni par (V,+) komu-
tativna grupa.

(10) DA, ovo je jedna od aksioma vektorskih prostora.

(11) NE.Zaa=01x+# O, imamo da za svako y € V je ay = O # x. Vidimo da je ovaj
iskaz tacen samo za nula-prostor (¢iji je jedini element nula-vektor).

(12) DA, ovo je jedna od teorema vektorskih prostora.

(13) DA, ovo je jedna od teorema vektorskih prostora. 4

Zadatak 11.2 U vektorskom prostoru R3, ispitati linearnu zavisnost i generatornost
sledecih skupova vektora.

(1) b1 =(0,0,1), b, =(0,1,0), b3 =(1,0,0).
(2) b1 =(1,0,0), bp =(0,-1,0).
(3) b1 =(0,0,1), b =(0,1,0), b3 =(1,0,0), by =(1,2,3).
4) b1 =(0,0,2), b =(0,2,0), b3 =(-1,0,0), by = (1,2,3).
(5) b1 =(1,2,3), b =(1,0,0), b3 =(0,2,0), by = (0,0,3).
(6) b1 =(0,3,0).
(7) b1 =(1,1,1), b =(2,2,2), b3 =(3,3,3).
8) b1 =(1,2,3), b, =(4,5,6), b3 =(7,8,9), by =(-3,5,-9).
9) b1 =0=(0,0,0).

(10) b1 =(0,0,3), b = O =(0,0,0).

1) by =(1,1,1), b =(2,2,0), b3 =(3,0,0).

12) b1 =(1,2,0), by =(1,1,0), b3 =(2,-1,1).

(13) b1 =(1,0,0), b =(2,0,2).
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14) by =(1,1,1), by =(2,2,2).
(15) b1 =(0,1,0), b2 =(0,2,0).
(16) b1 =1(0,0,2), b =(0,0,0), b3 =(3,0,0).

w ReSenje: U svakom od ovih primera, posmatrajmo matricu B Cije su kolone redom
komponente zadanih vektora. Zadatak moZemo reSiti ispitivanjem ranga matrice B i
uporedivanjem sa brojem zadanih vektora i dimenzijom 3 vektorskog prostora R3 (vidi
komentar na strani ?7?).

ey

)

3

“

®

(6

)

bli bzi h3:
00 1

B=10 1 0l|=-120,
1 0 0

te sledi da je skup vektora {b,b,,b3} i linearno nezavisan, i generatoran za pro-
stor R3.

by: by
Za skup vektora b = {by,b>} i matricu B = 8 _01 \
1 0

jerangB =2 =|b|, te sledi da je skup vektora b linearno nezavisan, ali nije genera-
toran za prostor R3, jer 2 vektora ne mogu da gereri$u 3-dimenzionalan prostor.

Skup vektora b = {by, s, b3, b4} nije linearno nezavisan jer je |b| = 4 > dimR3 = 3
(uo¢imo da je npr by = 3-by +2-by + 1-b3). Generatoran za R> jeste jer je
b 2 {b1,by,b3}, apod (1) smo videli da skup {b;,b>, b3} generise R3.

Iz istih razloga kao u (3) je skup b = {by, b>, b3, b4} linearno zavisan i generatoran.
Naime, i u ovom primeru {by,b,,b3} generisu R3 jerje

b]Z bz: b3i

00 -1
B=10 2 0 |z4z0.

20 0

Iz istih razloga kao u (4) je skup b = {b1,b>, b3, b4} linearno zavisan i generatoran.
Naime, i u ovom primeru {by,b3,bs} generisu R3 jer je

by: b by:

B:

3.
1 00
0 2 0([=6=+0.
0 0 3

Kako skup b = {b;} ima za element samo jedan nenula-vektor, po definiciji se
lako vidi da je on linearno nezavisan jer je ab; = O samo za a = 0. Nije genera-
toran za R3 jer je dim (L (b)) = 1 <dimR3 = 3.

Kako je by =2b1 1 b3 = 3b1, tj. vektori by 1 bz se mogu izraziti preko vektora by,
sledi je skup b = {b1,b;,b3} linearno zavisan, kao i da je L(by,bs,b3) = L(b}),
odakle sledi da je dim (L (b1,b2,b3)) = dim(L(b1)) =1 < dimR3 =3, te skup b
nije generatoran za R>.
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(8) Skup b = {by,b2,b3,b4} je linearno zavisan jer je |b| = 4 > dimR> = 3. Kako za

matricu
by: by b3 by —
1 4 7 -3 [1] b4 7 3
B= ~10 -3 -6 11 |~
25 85 0 -6 -12 0
36 9 -9
4

1 7 -3 1 4 -3 7
Do -3 ¢ 11 |¥lo -3 11 -6

o 0 0 =22 0o 0 -22 0
iz trougaonog oblika sledi dim (L (b1, b2, b3,b4)) = rangB = 3, zakljuCujemo da je
L(b1,b2,b3,bs) = R3, te su vektori skupa b generatorni za R3.

[1] - Prvu vrstu pomnoZenu sa —2 dodajemo drugoj, i prvu vrstu pomnoZenu sa
—3 dodajemo trecoj.

[2] - Drugu vrstu pomnoZenu sa —2 dodajemo trecoj.
[3] - Zamenjujemo trecu i Cetvrtu kolonu.

(9) Nula-vektor generiSe samo trivijalni nula-prostor, i svaki skup vektora koji sadrzi
nula-vektor je linearno zavisan, te je skup {O} linearno zavisan, i on pri tome ne
generise R3.

(10) Skup b = {b1,b,} koji sadrZi nula-vektor je linearno zavisan, i nije generatoran
za R jer je dim (L (b1,b2)) = dim (L (b)) = 1 < 3 = dim (R?).

by: by b3:
1 2 3
an B= 1 2 0|=-6=+0,
1 0 0
te sledi da je skup vektora {by,b,,b3} i linearno nezavisan, i generatoran za pro-
stor R3.
(12) Neka je b = {b1,b>,b3}. Kako za matricu
bi: by:  bs:
1 1 2 [1] Lo 2
B= ~10 -1 -5
2 1 -1 0 o 1
0 0 1

iz trougaonog oblika sledi dim (L (b1, b>,b3)) = rangB = 3 = |{b1, b2, b3}|, zaklju-
¢ujemo da je L(b1,b2,b3) = R3, te su vektori skupa b generatorni za R3, a takode
1 linearno-nezavisni jer je rang matrice B jednak broju vektora u skupu b.

[1] - Prvu vrstu pomnoZenu sa —2 dodajemo drugoj.

(13) Dva vektora ne mogu da generiSu trodimenzionalan prostor R3. Vektori by i
b, su linearno nezavisni jer se ne mogu izraziti jedan preko drugog. Naime,
ocigledno, niti je by = abs tj. (1,0,0) = (2,0,2a) za neko a € R, niti je by = ab;
tj. (2,0,2) = («,0,0) za neko @ € R.

(14) Kako je by = 2- by, sledi da su vektori by i by linearno zavisni, a ne generiSu
trodimenzionalan prostor R3 jer je dim (L (b1, b)) = dim(L (by)) = 1.
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s)

(16)

Kako je opet b, =2-by, sledi da su vektori b; i b, linearno zavisni i ne generisu
trodimenzionalan prostor R

Skup b = {b1,by,b3} sadrzi nula-vektor, te je on linearno zavisan, i pri tome je
L(b1,b3,b3) = L(b1,b3) jer nula-vektor ,,niSta ne generiSe” osim samog nula-

vektora. Kako je dim (L (b, b2, b3)) = dim (L (b1,b3)) < 2 < dim (R?) = 3, vektori

by 1 b3 ne generiSu R3. u

Zadatak 11.3 U vektorskom prostoru R3, ako je mogude, izraziti

ey

vektor x = (—1,3,8) preko, odnosno kao linearnu kombinaciju vektora a = (1,0, 1)
ib=(-1,1,2),

(2) vektor x = (-1,3,1) preko vektora a = (1,0,1) i b= (-1,1,2),
(3) vektor x = (1,1, 1) preko vektora a = (1,0,1), b=(-1,1,2) i c = (—1,3,1),
4) vektor x = (1,1, 1) preko vektora a = (1,0,1), b=(-1,1,2) i c = (—1,3,8),
(5) vektor x = (-2,4,10) preko vektora a = (1,0,1), b=(-1,1,2) i c = (-1,3,8).
= ReSenje:
(1) x=aa+pb & (-1,3,8)=a(1,0,1)+p(-1,1,2) =(a-B,B,a+28) &
1 = a =
s | 3 = ﬁﬁ‘;z“‘g@ﬁj
8 = a + 28

@)

3

(prvu jednacinu smo oduzeli od trece, a zatim drugu pomnoZenu sa —3 dodali
trecoj). Dakle, x = 2a + 3b.

= Dobijeni rezultat nam govori da x € L (a,b).
x=aa+pb & (-1,3,8)=a(1,0,1)+B(-1,1,2) = (a—B,B,a+2B) &

-1 = « - B -1 = o« - B
& 3 = Bl & 3 = Bl & (@,p)ed
1 = a + 28 -7 = 0

(prvu jednacinu smo oduzeli od trece, a zatim drugu pomnoZenu sa —3 dodali
trecoj). Dakle, gornji sistem jednacina po @ i 8 nema reSenja, te vektor x ne
moZe da se izrazi preko vektora a i b.

= Dobijeni rezultat nam govori da x ¢ L (a, b).

x=aa+Bb+yc
o (I,1,1)=a(,0,)+6(-1,1,2) +y(-1,3,1) = (@ —B—-7y,B+3y,a+26+7)

I = a - B - vy 1 = a - B - vy
e |l = B+ 3y|le |1 = B + 3y
1 = a + 26 + vy -3 = ~ Ty
=5 (a”ﬁ”y):(§,_%’§)
777
(prvu jednacinu smo oduzeli od treée, a zatim drugu pomnoZenu sa —3 dodali
tre¢oj). Dakle, x = ga - %b-;- %c,

I’= Dobili smo da se vektor x na jedinstven nacin pretstavlja preko vektora a,
bi c jer vektori a, b i c ¢ine jednu bazu prostora R>.
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@) x=aa+Bb+vyc
o (LLD)=a(1,0,1)+B(-1,1,2) +y(-1,3,8) = (@ —B—y,B+ 3y, +2B+8Y)

L= a - B - v I = a - - v
o |1 = B+ y| e |1 = B + 3y
1 = o + 28 + 8 -3 =0
o (a,B,7)€0

(prvu jednacinu smo oduzeli od tree, a zatim drugu pomnoZenu sa —3 dodali
trecoj). Dakle, gornji sistem jednacina po «, 8 i y nema reSenja, te vektor x ne
moZe da se izrazi preko vektora a, b i c.

= Dobijeni rezultat nam govori da x ¢ L(a,b,c) i skup {a,b,c} nije baza
prostora R3.

(5) x=aa+pb+yc
o (I,L,)=al,0,D)+8(-1,1,2) +y(-1,3,8) = (@ —B—7y,B8+3y,a + 28+ 8y)

2 = a - B - ¥ ____
s | 4 = ﬁ+37®42:a g+37
10 = a + 28 + 8y = Y

& (@B e{(-2y+2,-3y+4y) | yeR}

(prvu jednacinu smo oduzeli od treée, a zatim drugu pomnoZenu sa —3 dodali tre-
¢oj). Dakle, gornji sistem jednacina po @, iy ima beskona¢no mnogo reSenja,
teje x=(-2y+2)a+(-3y+4)b+vyczasvakoy e R.

I’= Dobijeni rezultat nam govori da x € L(a,b,c) i da skup {a,b,c} nije baza

prostora R3 jer se preko vektora baze svaki vektor pretstavlja na jedinstven nacin,
$td ovde nije slucaj. il

Zadatak 11.4 Neka su u vektorskom prostoru slobodnih vektora d i b proizvoljni vek-
tori. Diskutovati linearnu zavisnost i generatornost skupa (trojke) vektora {é’,b,O}.

= Resenje: Vektorski prostor slobodnih vektora je izomorfan sa vektorskim prostorom
R3, koji je dimenzije 3.

Skup vektora {&’, b, 6} sadrZi nula-vektor te je linearno zavisan. Sledi takode da
je L(d‘, 5,6) = L(d, 5), te je dim(L(d’,Z_;, 6)) = dim(L(Zi, l;)) < 2. Dakle, skup vektora
{c’z’, b, 6} ne moZe biti generator prostora slobodnih vektora. To znaci da on ne mozZe ni
baza tog prostora. v

Zadatak 11.5 Neka su u vektorskom prostoru slobodnih vektora d i b proizvoljni vek-
. . . g . . 5 7
tori. Diskutovati linearnu zavisnost i generatornost skupa (para) vektora {a, b}.

v . . "4 .\ . . .
w ReSenje: Dva vektora d i b ne mogu da generisu trodimenzionalan prostor slobodnih
vektora, a mogu a ne moraju biti linearno nezavisni (nezavisni su ako i samo ako nisu
paralelni, vidi poglavlje o slobodnim vektorima). v
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Zadatak 11.6 Neka su u vektorskom prostoru slobodnih vektora d, bie proizvoljni

s
vektori. Diskutovati linearnu zavisnost i generatornost skupa (trojke) vektora {d’, b, c}

w Resenje: Tri vektora d, bic mogu a ne moraju da generiSu trodimenzionalan prostor
slobodnih vektora, i takode mogu a ne moraju biti linearno nezavisni. Pri tome su
nezavisni ako i samo ako su generatorni, i ako i samo ako su baza prostora slobodnih
vektota, sve to u slucaju kada su nekoplanarni (vidi poglavlje o slobodnim vektorima).
v

Zadatak 11.7 Neka su u vektorskom prostoru slobodnih vektora d, l;, cid proizvoljni

vektori. Diskutovati linearnu zavisnost i generatornost skupa (uredene cetvorke) vek-
>

tora {c?,b, E,J}.

w ReSenje: Cetiri vektora a, 5, 2id u trodimenzionalnom prostoru slobodnih vektora
su uvek linearno zavisni jer se bar jedan od njih moZe pretstaviti preko ostalih. Pri
tome mogu a ne moraju biti linearno nezavisni, a jesu u slucaju kada su nekoplanarni
(vidi poglavlje o slobodnim vektorima). vl

Zadatak 11.8 U vektorskom prostoru R?, ispitati tj. diskutovati linearnu nezavisnost
generatorne trojke vektora (a,b, c).

w Resenje: U dvodimenzionalnom prostoru R2, tri vektora a, bi c su sigurno linearno
zavisna (bez obzira da li su generatorni ili ne za prostor R?). vl

Zadatak 11.9 U vektorskom prostoru R?, ispitati tj. diskutovati linearnu nezavisnost
generatornog para vektora (a,b).

w Resenje: U dvodimenzionalnom prostoru R?, dva generatorna vektora a i b su si-
gurno linearno nezavisna jer su i baza tog prostora (ako ne bi bili generatorni genera-
torni za prostor R2, tada bi bili linearno zavisni). vl

Zadatak 11.10 U vektorskom prostoru R?, za generatornu trojku vektora (a,b,c) ispi-
tati tj. diskutovati da li su linearno zavisni, i da li su baza prostora R3.

w Re§enje: U trodimenzionalnom prostoru R3, tri generatorna vektora a, b i ¢ su
sigurno linearno nezavisna, pa i baza prostora R, vl

Zadatak 11.11 Ispitati koji od slede¢ih podskupova U C R &ine potprostor prostora
R3, i za one koji jesu, odrediti njihovu.

() U={xy.0eR? | x=y=7}
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@) U={(x.y2)eR?| sinx+cosy=0,z=2>+1},
3) U={(xy2)eR® | x+2y-32=0,5y-2=2, x+7z=0}.
“) U={(x,y,z)€JR3 | 2 +y?+22 =O}.
) U={(xyeR | 2+y?=0).
6) U={(ry2)eR® | x=-2x+2].
N U={(xy,0eR®| x=y}
®) U={(xp2eR® | x=yvx=y
©) U={(xyeR?| 2=y =0}
(10) U={(xy.2)eR?| x* =3}
(1) U={(xy.2)eR® | xy=0}.

w Resenje: Ako je skup U zadan jednacinama tj. sistemom jednacina Cije su promen-
ljive komponente elemenata skupa U, tada je U potprostor prostora R3 ako i samo
ako je zadan sistemom linearnih, homogenih jednacina (ili sistemom jednacina koje su
ekvivalentne sa sistemom linearnih, homogenih jednacina), i u tom slucaju je dimenzija
tog potprostora jednaka stepenu neodredenosti sistema jednacina.

(1) Skup V je opisan sistemom homogenih, linearnih jednacina
x -y =0
y — z =0
koji je 1 puta neodreden, te je U potprostor dimenzije 1.
(2) Jednacine koje opisuju skup U nisu linearne, te U nije potprostor prostora R.

(3) Jednacine koje opisuju skup U jesu linearne ali nisu sve homogene, te U nije
potprostor prostora R3.

(4) Jednagina x? +y? +z> = 0 koja opisuje skup U nije linearna, ali je ekvivalentna
sa x =y =z=0, tj. ekvivalentna sa homogenim linearnim sistemom
X =0
y =0
z =0
te je U = {(0,0,0)} nula prostor koji je dimenzije O.
(5) Jednacina x> +y* = 0 koja opisuje skup U nije linearna, ali je ekvivalentna sa
x =y =0, ze R . ekvivalentna sa homogenim linearnim sistemom
X = 0
y =0
te je U ={(0,0,7) | € R} u stvari z-osa, odnosno potprostor dimenzije 1.

(6) U pitanju je homogena linearna jednacina x + 2x — z = 0, odnosno homogeni,
linearni sistem koji je 2 puta neodreden, te je U potprostor dimenzije 2.
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(7) U pitanju je homogena linearna jednacina x —y = 0, odnosno homogeni, linearni
sistem koji je 2 puta neodreden (po x, y, z), te je U potprostor dimenzije 2.
Geometrijski, skup U je ravan koja sadrZi z-osu.

(8) Skup U nije skup reSenja sistema linearnih, homogenih jednacina x —y =0 i
x+y =0, ve¢ unija skupova reSenja jednacina x—y =01 x+y = 0 pojedi-
na¢no. Stoga imamo da npr. (1,1,5) € U (jer (1,1,5) zadovoljava jednacinu
x—-y=0),1(,-1,3) € U (jer (1,—1,3) zadovoljava jednacinu x +y = 0), ali
(1,1,5)+(1,-1,3) = (2,0,8) ¢ U (jer (2,0,8) ne zadovoljava ni jednu od jedna-
¢ina x—y=01x+y=0). Stoga U nije vektorski prostor, tj. nije potprostor
prostora R3.

(9) Jednacina x> —y? =0 je ekvivalentna sa x =y V x—y = 0, te ovde imamo isti skup
kao pod (8), koji nije potprostor prostora R3.

(10) Jednacina x> = —y? je ekvivalentna sa x = —y, te je, kao i pod (7), u pitanju
2-dimenzionalni potprostor prostora R>.

(11) Iz istih razloga kao i pod (8), skup U nije potprostor od R3, jer je jednacina
xy =0 ekvivalentna sa x =0 V y = 0. Na primer, tacke (1,0, 1)1 (0,1, 1) pripadaju
skupu U, dok tacka (1,0,1)+(0,1,1) = (1, 1,2) ne pripada skupu U. i

Zadatak 11.12 Neka je u k-dimenzionalnom vektorskom prostoru V, n-torka vektora
(ay,an,...,ay) linearno nezavisna. Ispitati tacnost sledecih iskaza.

@k<n Mk<n ©k=n (@k>n (e)k=n

w Resenje: Tacan je samo iskaz pod (e). Npr. dva vektora u trodimenzionalnom pro-
storu mogu da budu nezavisna, $to ujedno znaci i da iskaci (a), (b) i (c) nisu tacni. Nije
tacan ni iskaz pod (d) jer npr. tri vektora u trodimenzionalnom prostoru mogu da budu
linearno nezavisni. vl

Zadatak 11.13 Neka je u k-dimenzionalnom vektorskom prostoru V, n-torka vektora
(ar,a2,...,ay) linearno zavisna. Ispitati tacnost sledecih iskaza.

(@k<n O®Kk<n @k=n (@k>n (e)k=n.

w Resenje: Ni jedan od ponudenih iskaza nije tacan. Slede primeri u trodimenzional-
nom prostoru R3 (dakle za k = 3).

(@n=2,a; =(1,0,0), ax = (2,0,0).

(b) Isti primer kao pod (a).

(c) Isti primer kao pod (a).

(dn=4,a;=(,0,0),a =(0,1,0), a3 =(0,0,1), ag = (1,1,1).

(e) Isti primer kao pod (d). vl
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Zadatak 11.14 Neka je u k-dimenzionalnom vektorskom prostoru V, n-torka vektora
(ay,an,...,a,) generatorna za prostor V. Ispitati tacnost sledecih iskaza.

@k<n O®kk<n @©@k=n (@k>n (k=n

w Resenje: Tacan je samo iskaz pod (b) k < n. Generatornih vektora mora biti bar
kolika je dimenzija prostora V, jer je dim(L (a;,as,...,a,)) <n. vl

Zadatak 11.15 Za sledece skupove Rs i P dokazati da su potprostori vektorskog pro-
stora R3, i odrediti jednu njihovu bazu.
(a) Neka je S skup reSenja homogenog sistema linearnih jednacina

-x + 2y + 2z =0
4x - 2y - 4z = 0
4 + y - 2z = 0
(b) Neka je P skup tacaka prave p Cija je jednacina p : g = 12 = g

w Resenje:
(a) Iz trougaonog oblika sistema ¢emo videti i da je Rg potprostor, i dobiti jednu
njegovu bazu.

o |t 2y + 2z
S & 6y + 4z
9 + 62

=)

O[2] -x + 2y + 2z =

8@ 3y + 2z

[1] - Prvu jednacinu pomnoZenu sa 4 dodajemo drugoj i trecoj.

Il
o

[2] - Drugu jednacinu delimo sa 2, a zatim je pomnoZenu sa —3 dodajemo trecoj.
Vidimo da je sistem 1-puta neodreden, i zamenom unatrag dobijamo reSenja

2 2
z=ty= —gt, X = §t' Dakle, skup reSenja sistema je Rg = {(%t, —%t, t) ‘ te R}.
Kako je Rs = {t-(%,—%,l) | te R} = L((%,—%, 1)), po teoremi 11.2 je Rs pot-
prostor prostora R?, i to jednodimenzionalan jer je skup B = {(%, —%, l)} njegova
baza (Rs je generisan skupom B, i skup kojeg ¢ini samo jedan nenula vektor je
ocigledno linearno nezavisan).
(b) Parametarski oblik jednacine prave p (vidi poglavlje o analiti¢koj geometriji)

glasi g = 12 = g =1,t€ R, odnosno x = 2¢, y = =2t, z = 3¢, t € R, a vektorski

7=(0,0,0)+¢-(2,-2,3) = (0,0,0) + - (2,-2,3), t € R. Dakle, dobili smo da
je P={r-(2,-2,3) | R} = L((2,-2,3)), te kao i pod (a) zakljuCujemo da je P
potprostor dimenzije 1 prostora R, i da je B = {(2,-2,3)} jedna njegova baza.
Kako za vektor pravca (2,-2,3) prave p vazi (2,-2,3) =3 (% —%, 1), sledi da se
prava p poklapa sa pravom Ry iz (a). val
I’= Skup reSenja svakog homogenog, 1 puta neodredenog sistema linearnih jedna-
¢ina sa 3 promenljive je potprostor dimenzije 1 vektorskog prostora R3.
Svaka prava u R? koja prolazi kroz koordinatni pocetak je potprostor dimenzije 1
vektorskog prostora R3, i to su jedini potprostori dimenzije 1 vektorskog prostora R
(ravan je ,,jednodimenzionalan” geometrijski objekat).
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Zadatak 11.16 Za sledecée skupove Rs i R dokazati da su potprostori vektorskog pro-
stora R3, i odrediti jednu njihovu bazu.

(a) Neka je S skup resSenja homogenog sistema linearnih jednacina

x + 2y + 3z =0
2x + 4y + 6z = 0
3x + 6y + 92 = 0

(b) Neka je R skup tacaka ravni « Cija je jednacina a : —x—2y—3z=0.

= ReSenje:

(a) Ako prvu jednacinu pomnoZenu sa —2 dodamo drugoj, i pomnoZenu sa —3 tre-
¢oj, dobijamo da je sistem S ekvivalentan sa prvom jednacinom x+2y+3z = 0.
Vidimo da je sistem 2-puta neodreden, i reSenja sumu z =t, y = u, x = —2u — 3t.
Dakle, skup reSenja homogenog sistema S je Rs = {(—2u—3t,u,) | u,t € R}.
Kako je Ry = {u-(-2,1,0)+¢-(-3,0,1) | u,t € R} = L((-2,1,0),(-3,0,1)), po
teoremi 11.2 je Rs potprostor prostora R3, i to dvodimenzionalan jer je skup
B ={(-2,1,0),(-3,0, 1)} njegova baza (Rs je generisan skupom B, i linearno je

-2 -3
nezavisan jer je npr. rang[ 1 0 ] = 2, vidi komentar na strani ??).
0 1

(b) Kako je jednacina ravni @ ekvivalentna sa sistemom S iz (a), sledi da je R = Rs.
Uocimo da za vektore baze B iz (a) vazi

i j ok
(-2,1,00x(=-3,0,)=| =2 1 0 |=(1,2,3),
-3 0 1
gde je (1,2,3) vektor normale ravni a. i

= Skup reSenja svakog homogenog, 2 puta neodredenog sistema linearnih jedna-
¢ina sa 3 promenljive je potprostor dimenzije 2 vektorskog prostora R>.

Svaka ravan u R? koja prolazi kroz koordinatni pocetak je potprostor dimenzije 2
vektorskog prostora R?, i to su jedini potprostori dimenzije 2 vektorskog prostora R3
(ravan je ,,dvodimenzionalan” geometrijski objekat).

Zadatak 11.17 Za skup Rs reSenja homogenog sistema S linearnih jednacina

x + y + 2z - t + wu =0
-x - 2y - 4z + 3t - 2u = 0
2x + 0y + 2z + u = 0

dokazati da je potprostor vektorskog prostora R, i odrediti jednu njegovu bazu.

w Resenje: 1z trougaonog oblika sistema ¢emo videti i da je Rg potprostor, i dobiti
jednu njegovu bazu.

oo xotoy ot 2z - t + u =0

S & -y - 2z + 2t — u = 0
-y - 2z + 2t — u = 0

g x + y + 2z - t + u =0
-y - 2z + 2t — u = 0
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[1] - Prvu jednacinu dodajemo drugoj, i prvu jednacinu pomnoZenu sa —2 dodajemo
trecoj.

[2] - Drugu jednacinu oduzimamo od trece.
Vidimo da je sistem 3-puta neodreden, i zamenom unatrag dobijamo reSenja z = a,
t=B,u=7y,y=-2a+28-7, x =—f. Dakle, skup resenja sistema S je
Rs ={(-B,"2a+2B-v,a.f,7) | @.B,yeR} =

= {a(o»_zv 15050) +ﬁ(_192»03 170) +7(O7_1’O707 1) | a9ﬁ,y € R} =

= L((O’ _27 1’070),(_172’07 190)’ (07_170907 1))-
Po teoremi 11.2 imamo da je lineal Ry potprostor prostora R, i to 3-dimenzionalan jer
je skup B=1{(0,-2,1,0,0),(-1,2,0,1,0),(0,-1,0,0,1)} njegova baza. Naime, skup Rg
je, kao lineal nad skupom vektora B, generisan skupom B, i linearno je nezavisan jer je

0 -1 0
-2 2 -1
npr.rang|f| 1 0 O = 3, vidi komentar na strani ??). vl
0O 1 o0
0 0 1

I’= Skup reSenja svakog homogenog, k-puta neodredenog sistema linearnih jedna-
¢ina sa n promenljivih je potprostor dimenzije k vektorskog prostora R”.

Zadatak 11.18 U vektorskom prostoru R* su dati vektori
a:(13_1’_l’1)) b:(1’13090): C:(1a0’190)~
(a) Ispitati linearnu nezavisnost vektora a, b i c.

(b) Ispitati linearnu nezavisnost vektora a i b.
w ReSenje:

(a) Prvinacin: Vektori a, b i ¢ su linearno nezavisni ako i samo ako je linearna
kombinacija @a + b + yc jednaka nula vektoru samo za @ =8 =7y =0, tj. ako i
samo ako je @ =8 =y = 0 jedino reSenje jednacine aa +Bb +yc = (0,0,0,0).

aa+pBb+yc=a(l,-1,-1,1)+B(1,1,0,0)+(1,0,1,0) = (0,0,0,0) &
& (@+B+y,—a+p,—a+y,@)=(0,0,0,00 &

a + B + v =0 a + B + v 0

o | T + B =0 o | T + B 0 o
- + ¥ =0 a =0
a = 0 0 =0

& (a,8,y)=(0,0,0).
Prema tome, vektori a, b i ¢ su linearno nezavisni.

Drugi nacin: Vektori a, b i ¢ su linearno nezavisni ako i samo ako generi$u pro-
stor iste dimenzije koliki je broj ovih vektora (dakle 3), tj. ako i samo ako je rang
matrice ¢ije su kolone (ili vrste) sastavljene od komponenti vektora a, b, ¢ jednak
sa 3 (vidi komentar na strani ??). Kako je
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1 1 1 1 1 1

rang -0 =rang - ol =3
-1 0 1 -1 1 0 ’
1 0 0 1 00

(u matrici smo zamenili drugu i trecu kolonu, i dobili smo ekvivalentnu matricu
u ,trougaonom” obliku koja je o€igledno ranga 3 jer su joj sve tri kolone line-
arno nezavisne, a rang matrice je jednak maskimalnom broju linearno nezavisnih
kolona, pri ¢emu ekvivalentne matrice uvek imaju isti rang, tako da je i polazna
matrica ranga 3), tr sledi da su vektori a, b, ¢ linearno nezavisni.

(b) Svaki podskup linearno nezavisnog skupa vektora je linearno nezavisan, pa iz
nezavisnosti vektora a, b i ¢ sledi nezavisnost vektora a i b. a

Zadatak 11.19 U vektorskom prostoru R3 su dati vektori vy = (az, l,a), vo =(1,b,-1),
vy =(b,1,-1). U zavisnosti od parametara a,b € R diskutovati dimenziju podprostora
W generisanog vektorima vi, vo i v3 (dakle, potprostora W = L (v1,v2,13)).

2

a 1 b

w ReSenje: Neka je M = l 1 b 1 } matrica ¢ije su kolone redom sastavljene
a -1 -1

od koordinata datih vektora. Dimenzija podprostora generisanog vektorima vy, v i v3

jednaka je rangu matrice M, pa diskutujemo rang (M).

aa+b) 1-b b aa+b)  1-b b
MU0 av1 b1 1 |% @rarivab 0 b+l |~
0 0 -1 0 0 -l
1-b ala+b) b
B 0 @+a+l+ab b+l
0 0 -1

[1] - Treca kolona se oduzima od druge, i tre¢a kolona pomnoZena sa a se dodaje na

prvu.
[2] - Prva vrsta se dodaje na drugu.
[3] - Prva i druga kolona menjaju mesto.
Primetimo najpre da za a = 0 i svako b € R vazi a®> +a+ 1 +ab # 0, tj. imamo da je
2
+a+1
+a+l+ab=0 & (a;tO A b:—&).
a

Tako dobijamo sledece slucajeve.

(a) Za
2 1
(b#1 A (@+a+1+ab#0)) o (b;tl A(a;eo/\b;t—ﬂ))
a

je rang(M) = 3, pa su u ovom slucaju vektori v, vz i v3 linearno nezavisni,
odnosno oni generiSu prostor dimenzije 3, tj. prostor W = R,
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(b) Zab=1je
0 a(a+1) 1
M~ 0 &®+2a+1 2 |
0 0 -1

te vidimo da je u ovom slu€aju rang(M) = 1 onda kada su svi elementi druge
kolone jednaki nuli, a inace je rang (M) = 1. Posto je a(a+ 1) =0zaa €{0,—1}1i
a*+2a+1=0zaa e {-1}, imamo sledeée podslucajeve.

(b.1) Za(b=1Aa=-1)jerang(M) =1, pau ovom slucaju dati vektori generisu
jednodimenzionalan potprostor W prostora R? (vektori tj. uredene trojke
koje pripadaju tom potprostoru obrazuju pravu koja prolazi kroz koordi-
natni pocetak).

(b.2) Za(b=1Aa# —1)jerang(M) =2, pauovom slucaju dati vektori generisu
dvodimenzionalan potprostor W prostora R? (vektori tj. uredene trojke koje
pripadaju tom potprostoru obrazuju ravan koja prolazi kroz koordinatni po-

Cetak).
(c) Za
2 a+a+1
a+a+1+ab=0@(a¢0/\b:_T)
je
a+2+é -a—1 —a—l—% a+2+$ —a—l—é -a-1
M~| 0 0 -a-1 W0 -1 0
0 0 -1 0 0 0

[1] - Treéa vrsta pomnoZena sa —a — % je dodana drugoj vrsti, zatim treca i druga
vrsta menjaju mesta, a zatim treca i druga kolona menjaju mesta.

Stoga dobijamo sledece podslucajeve.

(c.1) Za
((aiO Ab=-

je rang (M) = 2, te dati vektori u ovom slucaju generiSu dvodimenzionalan
potprostor W prostora R? (i pripadaju ravni koja prolazi kroz koordinatni
pocetak).

(c.2) Za

(a0 no=-

jerang (M) = 1, te dati vektori u ovom slucaju generisu jednodimenzionalan
potprostor W prostora R? (i pripadaju pravoj koja prolazi kroz koordinatni
pocetak). vl

a2+a+1)

a

a+a+1

Jnazi) o (a0t 0=

a

2 1
ﬂ)/\azq) o (a=-1Ab=1)

Zadatak 11.20 U vektorskom prostoru R® naéi jednu bazu potprostora V = L(A), gde
je A={a,b,c,d}, a=3,-5,2), b=(-1,-3,2), c=(5,1,-2), d = (-9, 1,2), a zatim taj
skup dopuniti do baze prostora R3, ukoliko ve¢ nije V = R3.
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w Resenje: Ocigledno A nije linearno nezavisan skup, jer od 4 vektora u 3-dimen-
zionalnom prostoru R® se najmanje jedan moZe izraziti preko ostalih (imamo da je
dim (V) <dim (R3) = 3). Posmatrajmo matricu ¢ije su kolone redom koordinate vektora
iz A.

a: b: c d:

3 -1 5 9]lm[-1 0 0 0 @ [-1 0 00
-5 -3 1 1 -3 -14 -14 28 -3 -14 0 0
2 2 -2 2 2 8 8 -I6 2 8 00

[1] - Zamenimo prvu i drugu kolonu, a zatim, prvu kolonu pomnoZenu sa 3 dodamo
drugoj, prvu kolonu pomnoZzenu sa 5 dodamo trecoj, i prvu kolonu pomnoZenu sa —9
dodamo Cetvrtoj.

[2] - Drugu kolonu oduzmemo od trece, i drugu kolonu pomnoZenu sa 2 dodamo ce-
tvrtoj.
Dobijamo da je dim(V) = 2, jer je posmatrana matrica ranga 2. Pri tome vidimo da

su vektori a i b linearno nezavisni jer su odgovarajuce kolone u posmatranoj matrici
linearno nezavisne, Sto sledi iz

a: b:

3 -1 (3] 0 -1
-5 3| 7 | -14 =3
2 2 8 2

[3] - Drugu kolonu pomnoZenu sa 3 dodamo prvoj.

Sledi da je V = L(A) = L(a,b) C R3, odnosno B = {a,b} C A je jedna baza prostora
V. Dakle, bazu B = {a,b} dvodimenzionalnog prostora V treba dopuniti tacno jednim
vektorom do baze trodimenzionalnog prostora R3. Na osnovu teoreme o dopuni do
baze, to sigurno moZze biti jedan od vektora neke poznate baze, npr. standardne baze
E = {ey,e>,e3} prostora R3 (vidi primer 11.1), te ¢emo redom isprobati koji od vektora
e; moze da predstavlja trazenu dopunu. MoZe se dogoditi da to moZe da bude bilo koji
od njih, ili samo neki od njih - ali bar jedan sigurno moZe. Skup {a,b, e} je baza ako
samo ako je to linearno nezavisan skup. Kako je

a: b: er:
3 -1 1
-5 -3 0(|=-4+#0"
2 20
sledi da skup {a,b,e;} jeste baza prostora R3. vl

Zadatak 11.21 Dat je skup A = {a,b,c,d,e}, gde su a = (1,-1,2,5), b =(7,3,4,1),
c=(3,2,1,-2),d=(1,4,-3,-12), e = (—14,-6,,—8,-2) vektori iz prostora R*, i neka
je V= (V,R,+,-) podprostor od R* generisan vektorima skupa A, tj. V = LA. Naéi sve
linearne zavisnosti skupa vektora A, naci jedan podskup od A koji je baza podprostora
V, a zatim u toj bazi izraziti preostale vektore skupa A. Da li vektori © = (0,0,0,0),
x=(8,7,1,-11)iy=(5,0,5,0) pripadaju podprostoru V?

= Resenje: Do linearnih zavisnosti i baze moZzemo dodi analizirajuéi proizvoljnu line-
arnu kombinaciju vektora iz A.
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aa+pb+yc+od+ee=0

o (a+78+3y+6—14e, —a+3B+2y+406 —6¢,
20+4B+y—-36—-8¢, Sa+L—-2y—126-2¢€) =

=(0,0,0,0,0)
a + T8 + 3y + 6 — l4e = 0
o | @ + 38 + 2y + 46 - 6 = 0
20 + 46 + vy - 36 - 8 = 0
Se + B - 2y - 126 - 2 = 0
a + I8 + 3y + 6 — lde 0
o 106 + S5y + 56 - 20 = 0
- 106 + -5y - 5 + 20 = 0
- 348 - 17y - 176 + 68 = 0
o | @ + 78 + 3y + 6 - lde = 0
26+ y + 6 - 4 =0
B,0,ec R
S | y=-28-06+4e
a=-T8-3y-0+14e=-7B8-3(-28-0+4€)— 6+ 14e =—-B+20+2¢

S (-B+20+2€)a+pb+(-2B-6+4€)c+dd+ee=0 A B,5,eeR
& B(-a+b-2c)+0QRa—-c+d)+eRa+4c+e)=0O A B,0,eeR
S (ma+b-2c=0 A 2a—c+d=0 A 2a+4c+e=0)

[1] - Prva jednacina dodana na drugu; prva jednacina pomnoZena sa —2 dodana na
trecu; prva jednacina pomnoZena sa —5 dodana na Cetvrtu.

[2] - Druga jednacina dodana na trecu; druga jednacina pomnoZena sa % dodana na

Cetvrtu; druga jednacina podeljena sa 5.
[3] - Uvrstavamo u polaznu jednacinu dobijene veze medu skalarima.

[4] - Da bi navedena linearna akombinacija bila jednaka nula-vektoru za proizvoljne
B,0,€ € R, moraju svi vektori koji se mnoZe skalarima (3, 9, € jednaki nula-vektoru.

Time smo dobili ,,sve” linearne zavisnosti vektora iz A, tj. svaka druga linearna zavi-
snost je posledica linearnih zavisnosti —a+b—-2c=0,2a-c+d=01i2a+4c+e=0.
1z ovih zavisnosti dobijamo npr. b = a+2c, d = —2a+c i e = —2a —4c, te vidimo da su
aic dovoljni da izgeneriSu sve ostale vektore, i pri tome su a i ¢ i linearno nezavisni jer
ne postoji linearna zavisnost izmedu samo ta 2 vektora. Naime, kada bi potojala, po-
stojala bi neka jednakost oblika @a+8b = O za neke @,8 € R. Dakle, B = {a,c} je jedna
baza prostora V, pri ¢emu smo ve¢ naveli reprezentacije vektora b, d i e u bazi B - iz
b=a+2c,d=-2a+cie=-2a—-4csmodobilib=(1,2)g,d=(-2,1)g, e =(-2,-4)p.

Vektor O = (0,0,0,0) pripada svakom podprostoru od R?, pa i podprostoru V.

Dalije x=(8,7,1,-11) e V,idali je y = (5,0,5,0) € V? Vektor pripada nekom
podprostoru ako i samo ako se moZe na jednistven nacin predstaviti u nekoj bazi tog
podprostora, u ovom sluc¢aju imamo bazu B. Iz
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x=(8,7,1,-1) eV

d1,0e R, x=Aa+6c

d1,0eR, 8,7,1,-11)=a(1,-1,2,5)+6(3,2,1,-2)

d1,0eR, (8,7,1,-11) = (1+36,—-1+20,21+ 0,51 —20)

AL0eR, B=A+30AT=-2+20 AN 1=221+0 A =11 =51-26)
A=-1A6=3).

Sledi da je x = —a+3c =(-1,3)p, te je x € V. Analogno, iz

y=(5,0,5,00eV

d1,0eR, y=2Aa+6c

da,0€eR, (5,0,5,0)=A(1,-1,2,5)+6(3,2,1,-2)

dA,0€R, (5,0,5,0) = (1 +36,—1+20,21+6,51—26)

A1L0eR, (5=A+30 A0=-A+20 A 5=214+0 A 0=51-20)
1,0) €0,

dobijamo da, kako je poslednji sistem jednacina kontradiktoran, y se ne moZe pretstaviti
prekoaic,teslediday¢ V. vl

1000 ¢Q

t1000¢Q

Zadatak 11.22 U vektorskom prostoru R3 su dari skupovi vektora A = {ay,az,a3} i
B ={b1,by,b3)}, gde je

alz(]’2,3): a2=(1,2,—1), a3:(_19_1’_]):
b1=(01,2,-3), br=2,1,4), b3=(,11).

(a) Dokazati da su A i B baze prostora R3.
(b) Vektor x € R? koji u bazi A ima prezentaciju x = (=2,2,1),, pretstaviti u bazi B.

(c) Vektorye R3 koji u standardnoj bazi E = {e1,ez,e3} (e1 = (1,0,0), e = (0,1,0),
e3 =(0,0,1)) ima prezentaciju y = (—4,12,8)g, pretstaviti u bazi A.

aj
= Resenje: U matriCnom zapisu, vektor (ay,...,a,) piSemo kao matricu kolonu

an

1 1 -1 1 2 1
(a) NekasuA=| 2 2 -1 |iB= 2 1 1 | matrice ¢ije su kolone redom
3 -1 -1 -3 4 1

komponente vektora aj, a i az, odnosno by, by i b3. Kako je detA =4 #0i
detB = -2 #0, sledi da suiA i B baze prostora R3.
(b) S jedne strane je

x=(-2,2,1)4 = -2a; +2a>+az =-2(1,2,3)+2(1,2,-1) +(-1,-1,-1)
= (_19_17_9)7

odnosno, u matricnom zapisu



1
2
3
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x=(-2,2,1)4 = 2a;+2a+az = -2 +

1 -1
+2] 2 -1
-1 -1
1 1 -1 -2 -1
={2 2 =11 2|=| -
3 -1 -1 1 -9
Dakle, u matri¢cnom zapisu, [x] = A-[x]4. S druge strane, traZimo prezentaciju
x = (a,f,y)p, odnosno skalare @, 8 iy za koje vazi
x=(-1,-1,-9) = (a,B,7)p = ab) + by +yb3

=a(1,2,-3)+82,1,4)+y(1,1,1)
=(@+28+y,2a+B+y,-3a+46+7y),

odnosno, u matri¢nom zapisu
x=(-1,-1,-9) = (a,8,7)p = ab; + by + yb3

1 2 1 1 2 1 o' a+2B+y
=a| 2 |+B8[ 1 |+y| 1 |=] 2 1 1 B |=| 2a+B+y
-3 4 1 -3 4 1 Yy —-3a+48+y
Dakle, u matricnom zapisu je [x] = B- [x]p.
Resavajuéi jednacinu
a+2B+y -1 a + 286 + v = -1
2+B+y |=| -1 | © 20 + B+ y = -1| &
-3a+4B+y 9 -3a + 48 + vy = -9
a + 26 + vy = -1 a + 28 + y = -1
& - 3 - y = 1| & - 33 - vy = 1
108 + 4y = -12 - 28 = -8

dobijamo 8 =4, y—-131ia =4, odnosno x = (4,4,—-13)p.

I’= Ovaj postupak moZemo uopStiti, i dobiti formule u vektorskom i matri¢-
nom zapisu. Ako su A i B baze, a matrice A i B su formirane od vektora-kolona
elemenata baza A i B, tada postoje inverzne matrice A~ i B~!, i tada reprezen-
tacije x4 i xp vektora x u bazama A i B nalazimo iz A - x4 = x = B xp. Mnoze(i
jednakost s leva matricom B~! (koju moZemo naéi npr. blok-§emom) dobijamo

xXp = B! “A-xa.

(c) Nalazeéi npr. blok-S§emom matricu A~! dobijamo

v

-3 2 1 —4 12
ya=ANEyp=A"Typ=ATyp=9 -1 2 -1 || 12 |=]| 5
-8 4 0 8 20

Zadatak 11.23 Neka je V potprostor vektorskog prostora R* generisan skupom vek-
tora A = {a,b,c,d,e}, gde je a =(1,-1,2,3), b=3,-2,4,6), ¢ =(15,-4,10,13),
d=3,-3,2,7)ie=(-3,4,-2,-9). Odrediti dimenziju potprostora V, sve linearne
zavisnosti (linearne kombinacije jednake nuli) skupa vektora A, i sve potskupove skupa
A koji ¢ine bazu podprostora V. Da li je skup {c,d, e} baza potprostora V?
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w ReSenje: Linearne zavisnosti, tj. veze izmedu datih vektora ¢emo odrediti na sledeci
nacin. Neka su @,,v,6, € € R proizvoljni skalari.
aa+Pb+yc+od+ee=0 ©
o (@+3B+15y+36-3¢,
—a—-2B—-4y-30+4e,
2a+46+10y+26 - 2¢,

3a+68+13y+76-9¢)=(0,0,0,0) <
a + 38 + 15y + 36 - 3¢ = 0
o | 7@ - 26 - 4y - 306 + 4 = 0 o
20 + 48 + 10y + 26 - 2 = O
3¢ + 68 + 13y + 76 — 9% = 0
a + 38 + 15y + 30 - 3¢ = 0
[1] B + l1ly + €& =0
< 28 - 20y — 46 + 48 = 0| T
- 38 - 32y - 26 =0
a + 38 + 15 + 36 - 3¢ = 0
2] B + lly + & =0
i 2y — 46 + 65 = 0| T
y — 20 + 38 =0
G| ¥t 3838+ 15y + 360 - 3¢ = 0
= B + lly + e = 0| e
y — 20 + 38 =0
a =336-48¢
o B=-226+32¢ o
y=20-3¢
o,eeR

S (336-48g)a+(-226+32e)b+(26-3e)c+od+ee =0 <
& (33a—-22b+2c+d)o+(—48a+32b—-3c+e)e=O.

[1] - Prvu jednacinu dodamo na drugu, pomnoZenu sa —2 dodamo na trecu, i pomno-
Zenu sa —3 dodamo na Cetvrtu.

[2] - Drugu jednacinu pomnoZenu sa 2 dodamo na trecu, i pomnoZenu sa 3 dodamo na
cetvrtu.

[3] - Cetvrtu jedna¢inu pomnoZenu sa —2 dodamo na trecu.

Kako je d,& € R, odnosno skalari § € R i £ € R mogu biti proizvoljni, sledi da linearna
kombinacija (33a —22b +2¢ + d)6 + (—48a + 32b — 3¢ + e)e vektora (33a —22b + 2c +d)
i(—48a+32b - 3c + e) je jednaka nula-vektoru za proizvoljne 6, € R ako i samo ako su
oba vaktora (33a—22b+2c+d) i (—48a+32b—-3c + e) jednaka nula-vektoru, te tako
dobijamo linearne zavisnosti

33¢ — 22b + 2¢ + d = O [*]
-48a + 32b - 3c + e = O

Ovo su sve fundamentalne zavisnosti vektora a, b, c, d i e, tj. sve ostale su posledice,
odnosno linearne kombinacije ove dve. To sledi iz samog postupka, jer su svi gore
navedeni iskazi ekvivalentni. 1z sistema jednacina [x] sledi da se d i e mogu izraziti
preko a, b c, $to znaci da su vektori a, b i ¢ generatori prostora V. Njihova nezavisnost
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(nezavisnost vektora a, b i ¢) sledi iz Cinjenice da za 6 = € = 0 dobijamo da mora
bitii @ =336-48e =0, 8 =-226+32e =01y = 26 — 3¢, odnosno dobijamo da je
aa+Bb+vyc=0akoisamo ako je « =8 =7y =0. Dakle, {a, b, c} je baza prostora V, i pri
tome je dimV = 3. Za, na primer, potskup {a, ¢, e} proveravamo da li je baza prostora V
tako $to preostala dva vektora b i d posmatramo kao nepoznate u sistemu jednacina [*],

b: d:
i raCunamo determinatu toga sistema, koja je u tom slucaju | -22 1 | =-32#0,
32 0

$to znaci da je sistem [x] resiv po b i d, pa je zbog toga {a,c, e} baza prostora V. Na taj
nacin se proverava za sve preostale troclane podskupove da li su baze prostora V.
a: b:
33 22| =0 = skup{c,d,e} nije baza prostora V;
—48 32
a: c:
33 2
-48 -3

#0 = skup {b,d,e} jeste baza prostora V;

a’
33
—48

o = X

| #0 = skup {b,c,e} jeste baza prostora V;

a:
33
—48
b: c:
22 2| #0 = skup{a,d,e} jeste baza prostora V;
32 -3
b:
=22
32

b:
-22
32

#0 = skup {b,c,d} jeste baza prostora V;

— o 8

S = X

| #0 = skup {a,c,e} jeste baza prostora V;

—_— O N

| #0 = skup {a,c,d} jeste baza prostora V;

)
S = X

‘ #0 = skup{a,b,e} jeste baza prostora V;

#0 = skup {a,b,d} jeste baza prostora V;

[\®]
—_ O 8

d: e:
1 0 ’ #0 = skup {a,b,c} jeste baza prostora V.
0 1
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I’= Za razliku od zadataka ?? i ?? u kojima su date linearne veze vektora o ¢ijoj
prirodi ne znamo niSta, a traZe se baze i linearno nezavisni potskupovi datog skupa
vektora, u ovom zadatku su dati vektori vektorskog prostora R*, a traZe se sve njihove
linearne zavisnosti.

Zadatak 11.24 Neka je V potprostor vektorskog prostora R*, generisan skupom vek-
tora A ={a,b,c,d,e}. Naci sve linearne zavisnosti skupa vektora A, kao i sve pot-
skupove skupa A koji su baze prostora V, ako je a = (2,-1,3,1), b = (1,0,-1,2),
c=(0,1,-5,3),d=(1,1,-6,5), e = (-1,-2,12,-10).

w ReSenje: Zadatak reSavamo na isti nacin kao i zadatak 11.23. Neka su @, 3,7,6,e € R
proizvoljni skalari.

aa+PBb+yc+déd+ee=0 ©

o (Qa+p+0-¢,
—a+y+0-2¢,
3a—-B—-5y—60+ 12¢,

a+2B+3y+55—10¢) =(0,0,0,0) &
2¢ + B + 0 - e =0
o | @ + v 4+ 6 - 2 =0 o
3¢ - B - 5 - 66 + 126 = 0
a + 28 + 3y + 5 - 106 = 0
B + 2a + 0 - £ 0
g - a + vy + o6 - 2 =0 N
Se - 5y - 50 + lle = 0
- 3¢ + 3y + 30 - 8 =0
B + 2a + 6 - € =0
2] - aa + vy + 6 - 2 =0
=3 &
e = 0
- 2¢ 0
o |le=0 A B+ 2a + 0 =0 o
- a + vy 4+ 6 =0
o |e=0 A Z;Z;f_% &
S (y+0a+(=2y-30)b+yc+6d+0-e=0 &
e (a-2b+c)y+@-3b+d)s=0 o
o |4 - 2b + ¢ = O (%]
a - 3b + d = O ’

[1] - Zamenimo prve dve kolone, prvu jednacinu dodamo na trecu, i prvu jednacinu
pomnoZenu sa —2 dodamo na Cetvrtu.

[2] - Drugu jednacinu pomnoZenu sa 5 dodamo na trecu, i pomnoZenu sa —3 dodamo
na Cetvrtu.

Sve linearne zavisnosti vektora a, b, c, d i e su date jednaCinama [*], i njihovim linear-
nim kombinacijama. Uo¢imo da u [x], pa onda ni u linearnim kombinacijama ove dve
jednakosti, ne figuriSe vektor e. To znaci da on nije povezan sa vektorima a, b, cid,
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odnosno da je nezavisan u odnosu na njih. Stoga je on element svake baze potprostora
V. Iz sistema jednacina [x] sledi da se ¢ i d mogu izraziti preko a i b, $to znaci da
su vektori a, b i e generatori prostora V. Nezavisnost vektora a i b sledi otud Sto za
0 =9 =0 dobijamo da mora biti i @« =018 = 0, odnosno dobijamo da je aa +8b = 0 ako
isamo ako je @ = =y =0. Dakle, {a,b, e} je baza prostora V, i pri tome je dimV = 3.
Dalje, iz istih razloga kao u zadatku 11.23, za neke x,y € {a,b,c,d} je skup {x,y,e}
baza potprostora V ako i samo ako je determinanta koeficijenata iz [x] koji odgovaraju
vektorima x i y razlicita od 0. Tako dobijamo

a: b:

1 2| #0 = skup{c,d, e} jeste baza prostora V;
1 -3
a: c:

1 1| #0 = skup{b,d, e} jeste baza prostora V;
1 0
a: d:

1 0| #0 = skup {b,c,e} jeste baza prostora V;

1 1

b: c:

-2 1| #0 = skup{a,d,e} jeste baza prostora V;
-3 0

b: d:

-2 0| #0 = skup{a,c,e} jeste baza prostora V;
-3 1
c: d:

I 0| #0 = skup{a,b,e} jeste baza prostora V.
0 1 i

Zadatak 11.25 Neka je V| potprostor vektorskog prostora R* generisan vektorima
ar={1,1,1,1), by=(,-1,1,-1), ¢ =(,3,1,3),
a V, potprostor generisan vektorima
a; =(1,2,0,2), by=(1,2,1,2), ¢2=(3,1,3,1).
Dakle, Vi = L(ai,bi1,c1) i Vo =L(az, bz, c2).
(a) Izracunati dimenzije prostora Vi i V.
(b) Ispitati da li je V| potprostor prostora V.
= ReSenje:

(a) Neka su M; i M, redom matrice Cije su kolone redom komponente vektora aj,
byicy,odnosno az, bricy. Iz

111 1 00 1 00
M = 1 -1 3‘[1][1 -2 201 -2 0
11 1 1|71 oo|7|1 o0o0F

1 -1 3 1 -2 2 1 =2 0
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(b)

1 1 3 1 0 0 1 00
M_221[2120—5 [ij2—50

2710 1 3 01 3 0 3 17/
2 21 2 0 -5 2 -5 0

sledi da je dimV| = rangM| =2 i dimV;, = rangM> = 3 (gledano po broju nea-
nuliranih kolona u trougaonom obliku).

[1] - Prvu kolonu oduzmemo od druge i trece.
[2] - Drugu kolonu dodamo na trecu.
[3] - Prvu kolonu oduzmemo od druge, i pomnoZenu sa —3 dodamo na trecu.

[4] - Zamenimo drugu i trecu kolonu.

Kako je dimV| =2 <dimV; = 3, V| mozZe da bude potprostor od V; (trodimen-
zionalni prostor V, ne moZe da bude potprostor dvodimenzionalnog prostora
V1). Vi je potprostor od V; ako i samo ako je V| C V>, tj. ako za svaki vektor
x€Vyvazi x € Vs.

Kako je dimV, = dimL(a2,b2,¢2) = 3 = [{a2, b2, ¢2}l, sledi da je {az, b2, c2} jedna
baza prostora Vj. S druge strane, vektori a; i by su linearno nezavisni jer se ne
mogu izraziti jedan preko drugog. Naime, iz a; = kb za neko k € R, odnosno
(1,1,1,1) =k(1,-1,1,-1) = (k, —k, k, —k) za neko k € R, dobijamo kontradiktoran
sistem jednacina 1 =k, 1 = —k, 1 =k, 1 = —k po k € R. Dva linearno nezavisna
vektora {ay,b1} u dvodimenzionalnom prostoru V; su tada i baza tog prostora.

Dakle, {a1, b1} je jedna baza prostora Vi, a {az,bs,c>} je jedna baza prostora V.
Stoga je V| potprostor prostora V, ako i samo ako je a; € V, i1 by € V5, odnosno
ako i samo ako se svaki od vektora a; i b; moze izraziti preko vektora ay, b> i
. 1z

ay=aay+PBby+yc; ©
e (1,1,1,1) =a(1,2,0,2) +5(1,2,1,2) +v(3,1,3,1)
=(a+B+3y,2a+2B+v,B+3y,2a+2B+y) &

a + B + 3y =1
IR 20 + 26 + vy =1 IR
B + 3y =1
20 + 26 + vy =1
a + B + 3y = 1 Y= %
o B+ 3y = 1|e|p=%|e
-5y = -1 a=0

2 1
& oar = §b2+ §C2,

is druge strane

b1=a'a2+ﬁb2+}/6'2 =4
& (]9_]719_]):(1(1929052)+ﬁ(1’2,132)+7(371739])
=(@+B+3y,2a+28+7y,8+3y,2a+2B+y) &
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a + B + 3y = 1
2 = -
IR a + 28 + vy 1 o
B + 3y = 1
20+ 26 + vy = -1
a + B + 3y = 1 y=%
PN B+ 3y = 1| e ,8:—‘3‘ PN
-5y = -3 a=0
& = 4b +3
ar=-ght o,

2 1 4 3
sledi a; = §b2 + gcz eVoib = _§b2 + gcz € V,, te V jeste potprostor od Vs.
vl

Zadatak 11.26 U vektorskom prostoru R4 Jje data baza B = (a,b,c,d) i ortonormirana
baza E = (e1,ez,e3,e4), gde je

a=(0,1,1,1), b=(-1,0,-1,1), c¢=(,-1,0,-1), d=(,1,1,0),
e1 =(1,0,0,0), e=(0,1,0,0), e3=(0,0,1,0), e4=1(0,0,0,1).
Neka je f =e1 +2ex+3e3+4e4=(1,2,3,4)gig=a+2b+3c+4d =(1,2,3,4)p.

(a) Odrediti koordinate vektora f u bazi B, i koordinate vektora g u bazi E.
(b) Odrediti dimenziju vektorskog prostora
V= {v eR* | v=(x,y,2,Ug = (x,y,z,u)g}.
w ReSenje:
(a) Dakle, treba da izracunamo skalare, odnosno realne brojeve a, 3, y, § takve da
je f=(a.B,y,0)p =a@a+pb+yc+dd.

f= 43 +2€2+3€3 +464
=(1,0,0,0)+(0,2,0,0)+(0,0,3,0)+ (0,0,0,4)
=(1,2,3,4)
=aa+pBb+yc+dd
= (0, a, a’»a/) + (_ﬁ5 07 _ﬁnB) + (7, _7»0’ _7) + (6, 6, 6, O)
=(-B+y+o,a—y+da—-F+o,a+L-7),

te je

- B + v + 6 =1
a - v + 6 = 2
a - B + 6 =37
a + B - v = 4

a -y + 6 = 2
(1] - B + v = 1
= f: S

- B + v + 6 =1
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(b)

a - v + 6 = 2

2] - B + v = 1
< y — 6 =3
6 = 0

[1] - Prvu jednacinu prebacimo na poslednje mesto, a zatim prvu jednacinu oduz-
memo od druge i trece.

[2] - Drugu jednacinu dodamo na trecu, i oduzmemo od Cetvrte.

Zamenom unatrag dobijamo redom 6 =0,y =3, =21« =5, odakle sledi da je
f=5a+2b+3c=(5,2,3,0)g. Analogno, iz
g=a+2b+3c+4d
=(0,1,1,1)+(-2,0,-2,2)+(3,-3,0,-3)+ (4,4,4,0) = (5,2,3,0)
= ey +Per+ye3+dey
=(a,B,7,9)
dobijamo da je g = (5,2,3,0)f.

Vektorski prostor V ¢ine vektori koji su reSenja jednacine (x,y,z,u)g = (x,y,2,u) 5
po x,y,z,u € R. Dobijamo

x,y,z,u)g = (X, y,2,u)g & xe|+yey+zez+ues=xa+yb+zc+ud &
< (x,0,0,0)+(0,y,0,0)+(0,0,z,0)+(0,0,0,u) =

=(0,x,x,x)+(-y,0,-y,y) +(z,-2z,0,—2) + (u,u,u,0) &
o (oy,zu)=(-y+z+u,x—z+u,x—y+u,x+y—-z &

x = -y 4+ z 4+ u
o |V = X -k

z = x =y + u

u = x + y - z

x +y —z — u =0

-x + y + z — u =0
=3 S

-x + ¥y + z — u =0

-x -y + z + u =0
m|*+t ¥y -z - u-= 0
=3 2y - 2u = 0| &

2y - 2u = 0

Rl [x + y — 2z — u = 0 y=u€R
< y —u =0|° x=zeR |

[1] - Prvu jednacinu dodamo na preostale tri.
[1] - Drugu jednacinu dodamo na trecu i podelimo sa 2.
Dakle, radi se o vektorskom prostoru

V={xyx,y)| x,yeR} ={x-(1,0,1,0)+y-(0,1,0,1) | x,y e R}
=1((1,0,1,0),(0,1,0,1))

koji je dimenzije 2, i jedna baza mu je {(1,0,1,0),(0,1,0,1)}. Naime, vektori
(1,0,1,0) 1 (0,1,0, 1) su ocigledno linearno nezavisni jer se ne mogu izraziti je-
dan preko drugog, tj. ne postoji k € R takvo da je (1,0,1,0) = k-(0,1,0,1) ili
0,1,0,1) =k-(1,0,1,0).
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Glava 12

Linearne transformacije

Kao i kod grupoida, grupa, prstena, polja i Bulovih algebri, homomorfizam izmedu
vektorskih prostora je funkcija preko koje se ,,slazu” odgovarajuce operacije, a izomor-
fizam je bijektivni homomorfizam. Homomorfizam vektorskih prostora se jo§ naziva i
lineama transformacija.

Definicija 12.1 Neka su Vi = (V1,F,+1,-1) i Vo = (V3,F,+2,2) vektorski prostori nad
istim poljem F = (F,+,-). Funkcija f : Vi — V, je homomorfizam, ili lineama transfor-
macija iz vektorskog prostora V1 u vektorski prostor V, ako za sve vektore x,y € V1 i
svaki skalar a € F vaZi

(LT fx+1y)=f@+2 1)
(LT2) f(a-1x)=a- f(x).

I’= Da bi funkcija f : V| — V; bila linearna transformacija iz vektorskog prostora
V u vektorski prostor V,, vektorski prostori Vi i V, moraju biti nad istim poljem.

Teorema 12.1 Neka su Vi = (V,F,+1,-1) i Vo = (V1,F, +2,-2) vektorski prostori nad
istim poljem F = (F, +,-). Funkcija f : Vi — V je linearna transformacija iz vektorskog
prostora V| u vektorski prostor Vo ako za svaka dva vektora x,y € V| i svaka dva
skalara a,B € F vaZi

LD flarx+1Bay)=a2 f(x)+2B2fO.

Teorema 12.2 Svaka linearna transformacija f : Vi — V, preslikava nula-vektor pro-
stora Vi = (V1,F,+1,1) u nula-vektor prostora Vo = (V5,F,+7,).

& Nadalje ¢emo, kod linearnih transformacija f : V; — Vs iz vektorskog prostora
Vi =(V1,F,+1,-1) u vektorski prostor Vo = (V»,F, +,,-2), operacije +; i +, oznacavati
istim simbolom +, a operacije - i - istim simbolom -, §to nece dovoditi do zabune
jer Ce iz konteksta uvek biti jasno o kojoj se operaciji radi. Isto vaZi i za nula-vektore
D1 i Oy, tj. neutralne elemente operacija -| i - sabiranja vektora u prostorima V| iV,
redom.
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Definicija 12.2

(a) Jezgro lineame transformacije f : Vi — V3, u oznaci Ker (f), je skup svih vektora
iz V1 koji se preslikavaju u nula-vektor prostora V,, odnosno

Ker(f)={xeVi| f(x)=0}.
(b) Slika lineame transformacije [ : V| — Va, u oznaci Img(f), je skup svih vektora
prostora Vj koji se dobijaju preslikavanjem vektora prostora V1, odnosno

Img(f)={yeValxeVi, f()=yl={f(x)| xeVi}.

Teorema 12.3 Za linearnu transformaciju f : Vi — V, vaZi da je njeno jezgro vektorski
prostor, odnosno, (Ker (f),F,+1,1) je potprostor prostora Vi = (V,F,+1,-1).

Teorema 12.4 Za linearnu transformaciju f : Vi — V, vaZi da je skup njenih slika
vektorski prostor, odnosno, (Img (f),F, +2,2) je potprostor prostora Vo = (Va,F,+2, ).

Definicija 12.3 Rang lineame transformacije f : V| — V», u oznaci rang (f), je dimen-
zija potprostora slika, dakle rang (f) = dim (Img(f)).

Teorema 12.5 Ako je V = (V,F,+,-) vektorski prostor nad poljem F dimenzije n € N,
tada je on izomorfan sa vektorskim prostorom F" = (F",F,+,-) uredenih n-torki ele-
menata polja F sa standardno definisanim sabiranjem po komponentama i mnoZenjem
skalarom po komponentama (vidi primer 11.2(6)).

I’= Tako je npr. svaki n-dimenzionalan vektorski prostor nad poljem R izomorfan
sa vektorskim prostorom R" = (R",R,+,-), i najveéi broj primera i zadataka u ovoj
zbirci je upravo vezan za linearne transformacije iz vektorskog prostora R” u vektorski
prostor R™.

Teorema 12.6 Neka je F proizvoljno polje. Preslikavanje f : F* — F" je linearna
transformacija ako i samo ako je f oblika

Fx,x0,..0,x0) = (@ix1 +ai2x2 +.. .+ CipXn,

a21X] +@Xxp +...+ax Xy,
: (12.1)
A1 X1+ A X2 + .o+ A Xyy)

odnosno u matricnom zapisu

Qi @ e Qi X1

a1 a2 2p X2
[f(X1,X2,...,Xn)]= .

Aml A2 0 Amn Xn

gde su a;j € F neki elementi polja F (npr. realni brojevi).

Teorema 12.7 Neka su Vi, V, i V3 vektorski prostori nad istim poljem, i neka su funk-
cije f:Vy > Vyig:Vy— V3 linearne transformacije. Tada jei h=gof:V; — V3
linearna transformacija, i pri tome, ako su My i M, matrice linearnih transformacija
figredom, tada je M, = My - My matrica linearne transformacije h.
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Dakle, svaka od m komponenti slike f(x1,x2,...,x,) linearne transformacije f : F* —
F" mora biti oblika
cixy1+crxp+ ...+ cpxy (12.2)

za neke elemente c¢1,co,...,c, polia F. & Za linearnu transformaciju f i ,,ska-
lare” ;; € F iz prethodne teoreme, matrica My = [a, j] ]e tzv. matrica lineame trans-
formacije f u standardnoj bazi. Ako drugacije ne naglas1m0 podrazumevamo da je
matrica linearne transformacije zadana u odnosu na standardnu bazu.

Dakle, svaka linearna transformacija f : F" — F" se mozZe ,,poistovetiti” tj. jedno-
znacno identifikovati sa njoj odgovaraju¢om matricom My = [ai J-]an nad poljem F,
takvom da za sve x = (x1,X2,...,x,) € F" iy =(y1,Y2,...,Ym) € F™ vaZi

f=y e Ms[x]=[y]

gde su [x] = [x1,x2,....,x,)7 i [y] = [y1.y2,. .. ,yn]T matrice-kolone koje odgovaraju vek-
torima x i y.

Definicija 12.4 Linearna transformacija (homomorfizam) f je regulama ako i samo
ako je ona bijektivna, tj. ako i samo ako je izomorfizam.

Definicija 12.5 Linearna transformacija f je regularna ako i samo ako je njena ma-
trica My kvadratna i regularna, odnosno detMy # 0.

Teorema 12.8

(a) Rang linearne transformacije f : F" — F™ jednak je rangu njene matrice My,
odnosno vazi dim (Img(f)) = rang (Mf).

(b) Ako su f: F" — F* i g: F* = F" linearne transformacije sa njima odgovaraju-
¢im matricama My i Mg, tada je h=go f : F" — F™ takode linearna transfor-
macija, a njena matrica My, se moze dobiti kao M = Mg - M.

Primer 12.1 Neka je % = )C]l + ij + x3k (xl,xz,x3) prozzvoljnz vektor iz skupa svih
slobodnih vektora V ~ R3, neka jem = m17+ my j +m3k (my,my,m3) neki dati slo-
bodni vektor, i neka je f: R3 — R funkcija definisana sa f (x1,x2,x3) = m - X. Funk-
cija f(x1,x2,x3) = M- X = myx| + mpxy + m3x3 je linearna transformacija jr je oblika
?2.1). Za (my,ma,m3) = (0,0,0) ocigledno nije ni injektivna ni sirjektivna, i u tom
slucaju je njena matrica [ 0 0 0 ] i ona je ranga 0. Ako je (my,mp,m3) # (0,0,0),
njena matrica My = [ my mp mj3 ]je ranga 1, te je dim(Img(f)) = 1 = dim(R),
odakle sledi da je Img(f) =R, te je linearna transformacija f sirjektivna. Kako je
dim (V) = 3 > dim(Img(f)) = 1, linearna transformacija f nije injektivna. Na primer,
ako je m; = 0 za bar jedno i, recimo m; =0, tadaje f£(5,0,0) = £(8,0,0) =0, a ako je

m; # 0 za sve i, tada je npr. £(1,0,0) = f(O 0)—m1 4
my

Primer 12.2 Neka je funkcija y : R3 — V definisana sa y (x1,x2,x3) = X1+ xz]_': gde
suR3 = (R3,R,+,-) i1V =(V,R,+,-) redom vektorski prostori svih uredenih trojki, i
svih slobodnih vektora. Funkcija  jeste linearna transformacija jer je V izomorfan sa
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R3, i funkcija y(x1,x2,x3) = x17+xzf: (x1,0,0)+ (0, x2,0) = (x1, x2,0) je oblika (2?.1).
Injektivna nije jer je npr. ¥ (1,2,3) =y (1,2,4) = (1,2,0). Nije ni sirjektivna jer npr. ne
postoji (x1,x2,X3) € R3 takav da je ¥ (x1,x2,x3) = (1,1,1). Dakle, nije izomorfizam. v

Primer 12.3 Neka je ¥ = (x1,x3,x3) €V, gde je V prostor slobodnih vektora, i neka je
funkcija ¢ : V — R3 definisana sa tp(x17+ X2 j i+ x3k) = (x1,X2,X%3), tj. (X)) = (xl )C],xk)
Funkcija @ jeste linearna transformacija jer je V izomorfan sa R3, i funkcija ¢ je oblika
(22.1). Kako je prostor V izomorfan sa prostorom R3, mozemo je smatrati identickom
funkcijom skupa R3, te je stoga bijektivna, a onda i izomorfizam. v

Primer 12.4 Neka je funkcija  : R® — V definisana sa v (x1,x2,x3) = xii+ x27+ xzﬁ
gde su (R3,R,+,~) i (V,R,+,-) redom vektorski prostori svih uredenih trojki realnih

brojeva i svih slobodnih vektora. Funkcija W (x1,%2,Xx3) = x1?+ x27+ XQ7: (x1,x2,x2)
Jeste linearna transformacija jer je oblika (??.1). Nije sirjektivna jer npr. ne postoji
(x1,x2,x3) € R takvo da je y(xy,x2,x3) = (1,2,3) (jer su druga i tre¢a komponenta u
W (x1,x2,x3) jednake, a kod (1,2,3) € V to nije slucaj). Funkcija  takode nije ni injek-
tivna jer je npr. (1,2,3) =y (1,2,4) = (1,2,2). Matrica ove linearne transformacije je

1 00
M, = { 010 }, i ona je ranga 2, te je dim (Img (y)) = 2. v
0 10

Zadatak 12.1 Ispitati koje su od navedenih funkcija linearne transformacije, i za one
koje jesu, napisati njihove matrice:

(1) [:R* >R, fxy)=Tx=5y,
@) f:R? =SR2 f(x,y) =(0,%),
3) f:R3SR3 f(x,y,2) =(0,0,sin(x+y+2)),
@) f:R25R, f(x,y) =x+cos(2)-y,
b f:R->R, f(x)=x3+x2+x,
6) f:R* =R, f(x,y)=(0,0,0),
(M) [:R* =R f(x) = (%),
Q) f:R35R3 f(x,y,2)=(x—y—2z2x+2y+2,x+2y+32),
O fR-R f(x)=2x
(10) f:R* = R? f(x,y) = (x+y,x-Y),
(A1) f:R2 5 R3, fxy) = (2 +2y,x+2,0),
(12) f:R - R? f(x)=(2x,3x),
(13) f: R} = R? f(x,y,2) = (x,x-22),
(14) f:R? > R3, f(x,y) = 2y, x-y,3x+y),

(15) f: R3 - R?, fxy,2)= (\/x2+y2+z2,x+y),
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(16) 1R > B2, f(r.3.0) = (”_Zi ,2x—3y).

3x
w Resenje: Funkcija je linearna transformacija ako i samo ako je oblika (2?.1).

(1) DA Mp=[7 -5 |

) DA,Mfz[ (1) 8 }
(3) NE.
(4) DA, Mfz[ 1 cos(2) ]
(5) NE.
[0 0
(6) DA,M;=| 0 0 |.
10 0
(7) DA, M; = (1) H
1 -1 -1
(8) DA, M;=|2 2 1
1 2 3
©) DA M;=| 2 |.

(10) DA, My =| |

—_
[
[y
[S—

(11) NE.

[ 2
(12) DA, My = 3 }

[1 0 0
(13) DA,Mf:> L0 _2]

0 2

(14) DA, My=| 1 -1

|3 1
(15) NE.
(16) NE. a

Zadatak 12.2 Ispitati za koje vrednosti parametara a,b,c € R su navedene funkcije
linearne transformacije, i za one koje jesu, naci odgovarajucu matricu i diskutovati
njen rang.

(1) f: RS 5 R f(x,y,2) = 3"y - bz,sin(a-b)y).
2) f: R? - R? f(x,y) = ((ax—bx)y,x+ab).
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(3) f:R?> > R? f(x,y) = (a—bx)y,x+ab).

@ f:R? =R, f(x,y) =ax+bxy+cy’.

5) [R>S R2 f(x,y,2) = (sin(b+m)x—y*—z,a-y).
6) f:R2 SR, f(x,y) =ax+bxy* +cy.

(7 R3S R? f(x,y,2) = (z—bxy, 1 +a**9).
®) f:R3-R? f(x,y,z)=(a3x+yb,bx2—z).
9) f:RZ5R3 f(x,y) =(ax+b,x+a,2°x+Yy).
(10) f:R? S R3, f(x,y) =(ax+b,x+a,2+y).
(A1) f:R} SR f(x.y.2) = (ax+y’,bx—2z).
(12) f:RP > R? f(x,y.2) = (ax+yb,(b+ l)x—y).
(13) f:R3 5 R2, f(x,,2) = (2= bxy,e™* - 1),

w Resenje: Funkcija je linearna transformacija ako i samo ako je oblika (??.1), od-
nosno svaka komponenta slike f(x,x2,...,x,) je oblika (22.2), te s obzirom na to
vr§imo diskusiju po parametrima.

(1) U prvoj komponenti 3°*+?y — bz slike, 3*** mora biti konstanta, §to je ta¢no za
a =0. U drugoj komponenti sin(a — b)y je sin(a — b) konstanta za sve a i b. De-
kle, f je linearna transformacija za a =0, i tada je f (x,y,2) = (3by - bz, sin(—b)y).

3 —b

0
0 sin(-b) 0]' Za

Pri tome, matrica ove linearne transformacije je My = [

0 1

b=k7r,kerematricaMf:[ 00

0 1 -b
My = 0 sin(-b) O}rangaZ.

(2) 1z prve komponente (ax—bx)y = (a—b)xy sledi a =b, aiz druge a=01li b =0,
te je f linearna transformacija za a = b = 0. Matrica linearne transformacije

f:Rz—>R2,f(x,y)=(0,x)jer=[ (1) 8 ],ionajeranga 1.

kg } ranga 1, aza b # kn, k € Z je matrica

(3) Iz prve komponente (a —bx)y =ay—bxysledib=0,aizdrugea=01ilib =0, te je
f linearna transformacija za b = 0. Matrica linearne transformacije f : R* — R2,

S xy)=((y,x)je My = [ (1) (1) ] i ona je ranga 2.
(4) f je linearna transformacija za b = ¢ = 0, i tada je f(x,y) = ax. Matrica linearne
transformacije f je My = [ a 0 ], ionajeranga0zaa=0,arangalzaa+0.

(5) Na osnovu prve komponente sin (b +m)x—y* —z sledi a = 1, a druga komponenta
jeste oblika (2?.2) za svako a € R. Matrica linearne transformacije f : R3 — R2,
(x,y,20)=(sin(b+mx—-y—2z,y)je Ms= sin(b+m) —1 -1 ,10najeranga

2zasve beR.
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(6)

)

®)

®)

(10)

(1)

12)

13)

f je linearna transformacijaza b =0V a =0.

U sluéaju b = 0, matrica linearne transformacije f : R?> = R, f(x,y) = ax+cy je
Mfz[ a c ],i0najeranga0zaa=c=0,aranga1zaa¢0Vc¢0.

U sluéaju a = 0, matrica linearne transformacije f : R?> = R, f(x,y) = bx+cy je
Mf:[ b c ],ionajerangaOzab:c:O,aranga lzab#0V c#0.

Druga komponenta 1 +a** je funkcija definisana samo za a > 0, ali nije oblika
(?2.2) ni za koje a € R, te f nije linearna transformacija ni za koje a,b € R.

Prva komponenta a>x +y” je oblika (?2.2) za b = 1, a druga komponenta bx’> -z
za b =0, te f nije linearna transformacija ni za koje a,b € R.

Prva komponenta ax + b slike je oblika (??.2) za b =0, druga x+azaa=0, a
trea 2°x +y je oblika (2?.2) za sve ¢ € R, te je f linearna transformacija ako i
samo akojea=b=0,itadaje f: R?> = R3, f(x,y) = (0, x,2°x +y). Matrica ove

0 0
linearne transformacije je My = l 1 0 |[kojajeranga?2 zasve c € R.
2¢ 1

Kako je 2¢ > 0 za sve ¢ € R, funkcija f nije linearna transformacija ni za koje
a,b,ceR.

Druga komponenta bx — z slike je oblika (22.2) za sve b € R, a prva ax+)” za
b= 1. Dakle, f je linearna transformacijazab=1iaeR,itadaje f: R — R,

f(x,y,2) = (ax+y,x—z). Njena matrica je My = [ ‘11 (1) 1 ] i ona je ranga 2
zasve a € R.
Druga komponenta (b + 1)x—y+sin(cx) slike je oblika (??.2) zasve be Ric =0,

a prva 512)c+yb2 zasve a€ Rib? =1, odnosno b € {—1,1}. Dakle, f je linearna
transformacijazaae R, be{-1,1}ic=0.

Zab=-lic=0je f:R* > R?%, f(x,y,2) = (a2x+y, —y). Matrica ove linearne
. :
a 1 0

0 -1 0 _,1ona]eranga 1 zaa=0,aranga?2 za

transformacije je My =

svea # 0.
Zab=1lic=0je f: R} > R? f(x,y,2)= (a2x+y,2x—y). Matrica ove linearne
[ 2 T 2

a 1 0

transformacije je My = 2 1 0|~ o

242 0 0 ],10na]eranga22a

sveaeRjerjea2+2¢b.

Druga komponenta e***%Y — 1 je oblika (??2.2) smo ako je ¢**? —1 = 1 odnosno
ax+by =0, atoje samo za a = b =0. U tom slucaju je takode i prva kompo-
nenta z —bxy = z oblika (??.2), tako da je f linearna transformacija ako i samo
akoje a=b=0. Tada je f: R? = R?, f(x,y,2) = (z,0), matrica ove linearne
,1ona jeranga 1.

transformacije je My = 8 8 (1)
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Zadatak 12.3 U zavisnosti od vrednosti parametra a € R diskutovati kada je data li-
nearna transformacija f injektivna, kada je sirjektivna, i kada je izomorfizam.

(1) f:R3-5R? f(x,y,2) = (ax+3y+z,-3x+ay).

@) f:R3 >R f(xy,2) = (ex+sin(@)y+z(a® = 1)x+(a+1)y).
(3) f:R2 -5 R? f(x,y) = (ax+2y,2x +ay).

“) f:]R2 - R4, fxy)=(x-2y,0,2x+ay,3x+(a—2)y).

= ReSenje: Neka je M matrica linearne transformacije f.

Linearna transformacija f : R" — R™ je sirjektivna ako i samo ako je n > m i pri
tome je Img(f) = R™, odnosno ako i samo ako je dim(Imgf) = m < n, odnosno ako i
samo ako je rang (Mf) =m<n.

Linearna transformacija f : R” — R"™ je injektivna ako i samo ako je n < m i pri
tome je dim (Imgf) = n < m, odnosno ako i samo ako je rang (Mf) =n<m.

Linearna transformacija f : R” — R je izomorfizam (bijektivna linearna transfor-
macija) ako i samo ako je n = m, pri Cemu je njena matrica My kvadratna matrica ranga

n = m, odnosno ako i samo ako je det (Mf) #0.
(1) Linearna transformacija f nije injektivna jer je dim(R3) =3>2= dim(R2).

Zbog toga nije ni izomorfizam. Kako je njena matrica My = [ _g Z é ] ranga

2 = dim (R?) za sve a € R?, sledi da je f sirjektivna za sve a € R2.
(2) Linearna transformacija f nije injektivna jer je dim (R3) =3>2=dim (Rz).
Zbog toga nije ni izomorfizam ni za koju vrednost a € R. Kako je njena ma-
. o e’ sin(a) 1 o 2 S
trica My = [ 2-1 a+1 0 } ranga 2 = d1m(R ) za a # —1, sledi da je f

L gin(=
sirjektivna za a # —1. Za a = -1 je matrica My = [ 6 Smg D (1) ] ranga

1 < dim (Rz) =2, te za a = —1 linearna transformacija f nije sirjektivna.

2

i sirjektivna i izomorfizam ako i samo ako je det (M f) # 0. Kako je

(3) Linearna transformacija f : R> — R? sa matricom M = [ a . }Je i injektivna

det(My)=a*>—4 = (a+2)a-2) #0,
zaa ¢ {-2,2}, sledi da je f izomorfizam za a ¢ {-2,2}, dok za a € {-2,2} linearna
transformacija f nije izomorfizam, pri ¢emu nije ni injektivna ni sirjektivna.
(4) Linearna transformacija f : R> — R* nije sirjektivna ni za koje a € R jer je
dim (RQ) =2<4=dim (R“). Zbog toga nije ni izomorfizam ni za koju vred-
nost a € R. Njena matrica je

1 =2 1 =2 1 0
M, = 0 0 (1] 2 a ‘[%]IZ a+4
=12 a 3 a-2 3 a+4
3 a-2 0 0 0 0
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[1] - Drugu vrstu prebacujemo na mesto poslednje vrste.

[2] - Prvu kolonu pomnoZenu sa 2 dodajemo drugoj.

1 0
Za a # —4 je matrica My ~ 2 a+d ranga 2 = dim(Rz) te je za a # —4
: 3 a+4 ’
0 0
1 0
. e . . 20
linearna transformacija f injektivna. Za a = —4 je matrica My ~ 3 o |ranga
00
1 <dim (Rz) =2, te za a = —4 linearna transformacija f nije injektivna. 7

Zadatak 12.4 Neka je f : V — W linearna transformacija prostora V u prostor W.
Ispitati tacnost sledecih iskaza.

(1) Vi W su vektorski prostori nad istim poljem.
(2) Funkcija f je bijektivna.

(3) Prostori Vi W su izomorfni.

4) dim(V) > dim(W).

(5) f(V) je potprostor prostora W.

6) f()=0 o x=0.

(7) Ako je (ai,a,...,ay,) linearno nezavisna n-torka vektora u V, tada je i n-torka
vektora (f (a1), f (a2),..., f(ay)) linearno nezavisna u W.

(8) Ako je (ay,an,...,a) linearno zavisna n-torka vektora u V, tada je i n-torka
vektora (f (ay), f (@2),..., f (a,)) linearno zavisnau W.

(9) Ako su(ay,az,...,a,) vektori iz V koji generisu vektorski prostor V, tada i vektori
(f(a), f(a2),..., f(an)) generisu prostor W.

(10) Ako je (ay,aa,...,a,) baza prostora V, tada je i (f(ay), f(ay),...,f(ay)) baza
prostora W.

w ReSenje:
(1) DA, naravno.
(2) NE, u opstem slucaju.

(3) NE u opstem slucaju. Samo ako je linearna transformacija f bijektivna, odnosno
izomorfizam.

(4) NE. U opstem slucaju, moZe da vaZi bilo koji odnos izmedu dim (V) i dim(W).

(5) DA, to je teorema.
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(6)

@)

®

€))

(10)

NE. Naime, implikacija x = 0= fx) = 6, odnosno f (6) = 6, jeste tacna (teo-
rema), ali f(x) = 0 = x=0 ne vazi. Linecarna transformacija f moZe i vektore
x # 0 prostora V da preslikava u nula-vektor O prostora W. Npr. f: V — W,

fx)= 0, x € V &ak sve vektore prostora V preslikava u nula-vektor prostora W
(matrica takve linearne transformacije f je nula-matrica).

NE u opstem slucaju. Ovo je tacno samo ako je f injektivna linearna transfor-
macija, odnosno ako za njenu matricu My vaZi rang (M f) =dim(V).

DA. Ako su vektori ay,as,...,a, linearno zavisni u V, tada se neki od njih moZe
izraziti kao linearna kombinacija ostalih, npr. a; = aza; +... + a,a, za neke ska-
lare @, ...,a, iz polja nad kojim su i prostor V i prostor W. Ali, kako je f
linearna transformacija, tada vazi

fla) = flarar+...+apap) = azf(a2) +...+ anf (an),

te je vektor f(aj) izraZen kao linearna kombinacija vektora f(ay),...,f(a,) u
W, §to znadi da su f(ay), f(a2),...,f (a,) linearno zavisni vektori u W.

NE. Na primer, za f: V - W, f(x) = 0, xeV (gde je W proizvoljan ne-nula
prostor) i proizvoljne vektore (aj,as,...,a,) koji generiSu prostor V, vazi da skup
(f(a)), f(a),...,f(an) = (6) ne generiSe W. Ili na primer, ako je dim (W) > n,
tada (f (ay), f (@2),..., f (a,)) oCigledno ne generiSu W.

NE u opstem slucaju. Ovo je tacno samo ako je dim (V) = dim (W), i pri tome je
f bijektivna linearna transformacija, tj. izomorfizam. a

Zadatak 12.5 Ako je linearna transformacija f : V — W izomorfizam, ispitati tacnost
sledecih iskaza.

ey
@)
3
“
&)
(6)
(N

®)

©))

Funkcija f je bijektivna.

V i W su vektorski prostori nad istim poljem.

V=Ww.

dim (V) < dim(W).

f (V) je potprostor prostora W.

Postoji funkcija 1, i ona je izomorfizam prostora W u prostor V.

Za svaku bazu (vi,...,v,) prostora V, n-torka vektora (f (vy),..., f (v,)) je baza
prostora W.

Za svaku linearno zavisnu n-torku vektora (vi,...,v,) prostora V, n-torka vektora
(f 1), ..., f (vp)) je linearno zavisna u prostoru W.

x=0e f(x)=0.

= ReSenje:

ey
)

DA, naravno.

DA, to je tacno za svaku linearnu transformaciju.
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(3) NE. Izomorfne vektorske prostore moZemo smatrati u sustini jednakim sa stano-
vista vektorskih prostora, ali formalno, i sa nekih drugih aspekata su skupovi V' i
W ipak razliciti.

(4) DA. U stvari, kako je f izomorfizam, vazi ¢ak i dim (V) = dim(W).

(5) DA, ito je tano za svaku linearnu transformaciju.

(6) DA, to je teorema.

(7) DA, to je teorema.

(8) DA, i to je tacno za svaku linearnu transformaciju, pa i za izomorfizam (vidi
zadatak 12.4).

(9) DA. Implikacija x = 0= f) = 0 je tacna za svaku linearnu transformaciju
(vidi zadatak 12.4), a za izomorfizam, kao bijektivnu funkciju, je tacna i obrnuta
implikacija. 7

Zadatak 12.6 Neka je f: R — R linearna transformacija, i neka je x,y € R. Ispitati
tacnost sledecih iskaza.

(1 f)=0.
(2) fO)=1
3) f)=1L

@) x=0= f(x)=0.
(5) f(x)=ax, zaneko a € R.
©6) f(—x)=—x
(N fOy)=xf ).

@) fxy) =f)f ).
O) fx+y)=f)+fO).

(10) fx+y)=x+f()

w ReSenje: U ovom primeru je skup skalara R jednak skupu vektora R, te iz konteksta
zavisi kada je koja od promenljivih x i y skalar, a kada vektor.

(1) DA, ovo je teorema, svaka linearna transformacija preslikava nula-vektor u nula-
vektor.

(2) Ne,jerje f(0)=0=1.

(3) NE, npr. za linearnu transformaciju f : R - R, f(x) =0, x e R.

(4) DA, svaka linearna transformacija preslikava nula-vektor u nula-vektor.
(5) DA, toslediiz (?2.1).

(6) NE, npr. za linearnu transformaciju f : R - R, f(x) =0, xeR.
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(7) DA. U ovom kontekstu je x skalar a y vektor, te iz definicije linearne transforma-
cije sledi ta¢nost ovog iskaza.

(8) NE. Vazi f(xy) = xf (y) (gde bi x bio skalar a y vektor), pri cemu ne mora biti
fx)=x
(9) DA, po definiciji linearne transformacije (gde su x i y vektori).

(10) NE. Vazi f(x+y) = f(x)+ f(y) (gde su x i y vektori), pri cemu ne mora biti
f=x i

Zadatak 12.7 Za date funkcije ispitati da li su linearne transformacije, i za one koje
Jjesu, naci jezgro, sliku, rang i matricu linearne transformacije.

(1) f: R3S R? f(xy,2) = (x2+2y+2,3x-)

(2) g:R? > R3 g(x,y) = Bx+2y,x+2y—1,x).

(3) h:R? > R, h(x,y) = (sin(2x +4y),x—3y,0).

@ p: R3 - R3, p(x,y,2) = (x—y+2z,x— 3z, e"z"‘z).

(5) 1:R?2 > R3, t(x,y) = Qx+4y,x+2y,—x—2y).

6) s:R>—>R3, 5(x,y,2) = 2x+42,3x+2y—2,5x + 2y +32).
= Resenje: Od navedenih funkcija, linearne transformacije su samo ¢ i s jer su one i
samo one oblika (??.1).

(1) Po definiciji, f nije linearna transformacija jer je npr.
FULLD+(,1,1) = £(2,2,2) = (10,4),
SALLD+f(1L1L,1) =(4,2)+(4,2) = (8,4),
dakle f((1,1,1)+(1,1,1)) # f (1,1, 1)+ f(1,1,1).

(2) Funkcija g takode nije linearna transformacija ni na osnovu teoreme 12.2 jer je
£(0,0)=(0,-1,0) # (0,0,0).

(3) Po definiciji, 4 nije linearna transformacija jer je npr.
h((=2,0)+(1,2)) = h(-1,2) = (sin6,-7,0),

h(=2,0)+ f(1,2) = (sin(—4),—2,0) + (sin (10),-5,0)
= (sin(—4) +sin(10),-7,0),

dakle 7 ((=2,0) +(1,2)) # h(=2,0)+ h(1,2), jer je sin6 # sin(—4) +sin (10).
(4) Po definiciji, p nije linearna transformacija jer je npr.

p(2(1,2,3) = £(2,4,6) = (10,-16,¢7%),

2p(1,2,3) =2(5,-8,¢7%) = (10,-16,2¢7%),

dakle p(2(1,2,3)) # 2p(1,2,3), jer je e ™8 # 2¢72.
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(5) Po definiciji, ¢ je linearna transformacija jer

1(a(x1,y1) +B(x2,y2)) = t(axi +Bxz, @y +By2)
= (2(ax1 +Bx2) +4(ay1 +By2),

(ax1 +Bx2) +2(ay1 +By2),

—(axi +x2) —2(ay1 +By2))
= (2ax; +2Bx; +day; +48y»,

axy +Bx3+2ay; +2By7,

—ax —Bxz = 2ay1 —2By»),
a s druge strane je
at(x1,y1) +pt(x2,y2)
= a(2x1 +4y1,x1 +2y1,—x1 = 2y1) + B2x2 + 4y2, x2 + 2y2, —x2 — 2y2)
= (2ax1 + 2,3)(?2 + 4ay1 + 4,3)12,

axy +ﬂ)€2 + 2a'y1 + Zﬁyg,

—ax) —Bxz —2ay; —2By2).
Dakle, za sve a,8 € R i svako (x1,y1), (x2,y2) € R? vazi
t(a(x1,y1) +B(x2,y2)) = at(x1,y1) + Bt (x2,y2),
te po definiciji sledi da 7 jeste linearna transformacija.
Nadimo Img (r) = { (2x +4y, x+2y,—x—2y) | x,y € R}. Kako vektori ¢ = (1,0)
i 6(22) = (0,1) &ine bazu prostora R?, i kako je Img (¢) = t(Rz) potprostor prostora
R3, sledi da su vektori
aV =1(el’) = (2+0,1+0,-1-0)=(2,1,-1),
ay) =1(ef”) = (0+4,0+2,0-2) = (4,2,-2),
generatori podprostora Img (7) (ne moraju biti baza, oni ¢ine bazu samo ako su
jos 1 linearno nezavisni). PoSto je —2- a(13) +1- a(23) = (, sledi da su vektori

a(13) i a(23) linearno zavisni, pa ¢e samo npr. {a(13)} biti baza jednodimenzionalnog
podprostora Img(#), i preko tog vektora moZemo onda izraziti svaki vektor iz
skupa iz skupa Img (7). Naime

Img(®) = {2x+4y,x+2y,—x—2y) | x,y e R}
={x(2,1,-1)+y(4,2,-2) | x,yeR}
={x(2,1,-1)+2y(2,1,-1) | x,y e R}
={(x+2y)(2,1,-1) | x,ye R}
={z(2,1,-1)| ze R}

Posto je Img(#) jednodimenzionalan potprostor, sledi da je rang(¢) = 1, a to se
moze utvrditi i izraCunavanjem ranga odgovarajue matrice ove linearne trans-

ajp a2
formacije. Matricu M, = ‘ ;.  axy } linearne transformacije ¢ dobijamo tako
@3] @33

$to uzmemo proizvoljna dva vektora v; i v, koji ¢ine bazu prostora R?, dakle pro-
izvoljna dva linearno nezavisna vektora jer je R? prostor dimenzije 2, i re§imo
po M, sistem matri¢nih jednacina
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(6)

M,-vlT:t(vl)T A M,-vg:t(vz)T,

odnosno njemu ekvivalentni sistem linearnih jednacina. Za racunanje je najjed-
nostavnije uzeti vektore standardne baze e(lz) i 6(22) (a rezultat je isti za bilo koje
vektore koji ¢ine bazu - proveriti za vezbu):

(My-e2 = 1(e2) My = o(2)
ailr an 0 4
A @ axn [ 1 ]= 2
@31 @3 -2

ay ap | 2
& @ ap [ 0 ]= 1
-1

@3] a3
l-a;; + 0-ap = 2 O-ap + l-ap = 4
=4 l-ap; + O-app = 1 A O-a1 + leap = 2
l-az; + 0-a3;p = -1 0-a37 + leazp; = -2
S (an=2ANay=1ANazyi==-1ANap=4ANapn=2Aap=-2)
2 4
s M= 1 2 .
-1 -2

Ako prvu kolonu matrice M; pomnoZenu sa —2 dodamo drugoj koloni, dobi-
jamo ekvivalentnu matricu koja u drugoj koloni ima sve nule, tj. dobijamo ma-
tricu u kojoj postoji najvise jedna linearno nezavisna kolona, odakle sledi da je
rang (M;) = rang(¢) = 1.

Nadimo Ker (1) C R?. Za (x,y) € R? vazi

(x,yyeKer(t) & 1t(x,y)=(0,00 <o

o (2x+4y,x+2y,—x-2y)=(0,0,0) <

S (2x+4y=0Ax+2y=0A—x-2y=0) &

e x+2y=0 o x=-2y.

Dakle, Ker(¢) = {(x,y) eR2 | x= —2y} ={a(-2,1) | @ e R}, te je Ker(¢) jedno-
dimenzionalan podprostor prostora R? pri ¢emu je {(-2, 1)} jedna njegova baza.

Analogno kao za ¢, i za s moZemo i po definiciji dokayati da je linearna trans-
2 0 4

formacija. Njena matrica je M, = l 3 2 -1 | Nadimo Ker(s) CR3. Za
5 2 3

(x,y,2) € R3 vazi
(x,y,2) €eKer(s) & s(x,v,2)=(0,0,0) ©
© (2x+4z,3x+2y—-2z,5x+2y+32) =(0,0,0) &

2x + 4 = 0 2x + 47 = 0
e 3x + 2y - z =0 o -2x - 4 = 0 &
5 + 2y + 3z =0 Sx + 2y + 3z = 0
S s
S5x + 2y + 3z =0 B
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Dakle, Ker(t):{(—Za,%a a) | aeR}:{ a(-2.1.1 } te je Ker () jed-
nodimenzionalan podprostor prostora R pri ¢emu je {( % Jedna njegova
baza.
Kako je

[2 0 4 2 0 4 00 O
Mg=|3 2 -1 |~|-2 0 -4 |~|-2 0 -4

| S 2 3 5 2 3 52 3

[ 5 2 3 2 5 3

~ -2 0 -4 [~ 0 -2 -4 |
00 O 0o 0 o0

sledi da je dim (Img(s)) = rang (s) = rang (M) = 2, te je Img(s) dvodimenziona-

lan potprostor prostora R3. Nadimo jednu njegovu bazu koja se sastoji od 2 vek-

tora. Kako je npr. s(1,0,0) =(2,3,5)1i 5(0,1,0) = (0,2,2), a vektori a = (2,3,5) i
35 D

0 2 2 D =2, sledi da je {a, b}

jedna baza potprostora Img(s). 7

b =(0,2,2) su linearno nezavisni jer je rang([

Zadatak 12.8 Neka su f:R> - R3, g:R3 - R? i h: R? = R funkcije definisane na
sledeci nacin:

* 2 =(2,-3, D)X (x,y,2) +(x,,2) X(3,0,-1),

* g je projekcija tacke prostora R3 na xOy ravan (prostor R?),

* h(x,y) =2x—6y,x+y,3x+5y).

Dokazati da je funkcija T = ho g o f linearna transformacija, i odrediti njenu matricu.

= Resenje: Zadatak ¢emo reSiti primenom teoreme 12.7. Da je svaka od posmatranih
funkcija linearna transformacija, sledi iz (??.1), jer se svaka funkcija moZe predstaviti
u odgovarajuéem matri¢nom zapisu.
(1) Za funkciju f : R® — R3 imamo
f(-x’ya Z) = (2’ _3, 1) X (-X,ya Z) + (X,y’z) X (3705 _1)
ij k| |TT Ok
=2 -3 1 |+|x vy z
Xy z 301

=(—y—3z,x—22,3x+2y)+ (y,—x+3z,-3y) = (-3z,2,3x - y).

X
Yy
Z

U matri¢énom zapisu

-3z 0 0 -3 X
fy=| z |[=[0 0 1 ||V
3x—y 3 -1 0 b4

gde je Ay matrica linearne transformacije f.

:Af
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(2) Za funkciju g : R? = R? je g(x,v,2) = (x,y). U matri¢nom zapisu
G| T[T 0 0], * *

g X,y,Z - y - 0 1 0 y y B
Z b4

gde je A matrica linearne transformacije g.
(3) Funkcija /i : R? — R?, h(x,y) = (2x— 6y, x+y,3x + 5y), matri¢nom zapisu

:Ag‘

2x— 6y 2 -6 . .
=] o [[T T[] 2
3x+5y 305 Y Y

gde je Ay matrica linearne transformacije 4.

Funkcija T = hogo f : R? = R3 je dobro definisana jer je K (f) C D(g) i K (g) C D (h),
a na osnovu teoreme 12.7 je funkcija T linearna transformacija, i njena matrica je

2 611, 0 o01l0 0 -3
Ar =Apogor =Ap-Ag-Ar=| 1 1 '[0 1 0]' R
[ 35 3 -1 0
2 6110 0 -3 0 0 -12
=l Lty g =100 =2}
3.5 | 0 0 -4

te je T (x,y,2) = (—12z,—2z,—4z).

Komentar 1: Vidimo da je rang(Ar) = 1, to znagi da je dim (T (R?)) = 1, odnosno
T(R3) je potprostor dimenzije 1 prostora R3, dakle prava u R3 koja prolazi kroz ko-
ordinatni pocetak. Tacnije, iz T (x,y,z) = (—12z,-2z,—47) = —2(6z,z,27) vidimo da je
koeficijent pravca pomenute prave vektor (6, 1,2).

Komentar 2: Kako je rang (A f> =2, §to znaci da je dim ( f (R3 )) =2, odnosno f (]R3)
je potprostor dimenzije 2 prostora R, dakle ravan u R3 koja prolazi kroz koordinatni
pocetak. Ta¢nije, imamo
f(]R3) ={(-3z,z,3x-y) | (x,y,2) €R}

={x(0,0,3)+y(0,0,-1) +z(=3,1,0) | (x,y,2) € R}
=L ((Os 07 3)’ (O, 07 _1)9 (_39 150))

=L((0,0,-1),(=3,1,0)),
jer su vektori (0,0,3) i (0,0,—1) kolinearni, odnosno linearno zavisni, a (-3,1,0) je
linearno nezavisan u odnosu na njih. To znadi da je f (R3) ravan koja prolazi kroz
koordinatni pocetak i sadrzi nekolinearne vektore (0,0,—1) i (-3, 1,0), te mu je vektor
normale (0,0,~1)x (=3,1,0) = (1,3,0). Dakle, skup f(RR*) je ravan &ija je jednatina
x+3y=0. vl




Dodatak A

Matematicka indukcija, nizovi,
kombinatorika, vazni identiteti

A.1 Princip matematicke indukcije

Principom matematicke indukcije dokazujemo tvrdenja oblika Vn € N, F (n). To
mogu biti jednakosti, nejednakosti, kao i bilo koji iskazi u kojima figuri§e prirodan
broj n.

Teorema A.1 Iskaz VneN, F (n) je tacan' ako i samo ako

1. iskaz F (1) je tacan,

2. tacna je implikacija F (k) = F(k+1) za svako k € N.

Neki iskazi vaZe ne za svako n € N, ve¢ pocevsi od nekog prirodnog broja m. U tom
slu¢aju umesto 1. dokazujemo

1’. iskaz F (m) je taCan.
Pri dokazivanju iskaza F(k+ 1), kod nekih iskaza nije dovoljno koristiti induktivnu
pretpostavku F (k), ve¢ je potrebno pretpostaviti i tacnost iskaza F (k— 1), F (k—2),....
Stoga moZemo koristiti slede¢i opstiji, ekvivalentan sa A.1 princip matematicke induk-
cije.
Teorema A.2 Iskaz VYn € N, F (n) je tacan ako i samo ako

1. iskazi F(1),F (2),...,F (m) su tacni?,

2”. za svako k € N je tacna je implikacija

(F(OAFQ)N...ANF(k)) = F(k+1).

10dnosno, Vn € N, F (n) je teorema.
2Gde je m prirodan broj koji moZzemo sami odabrati po potrebi.
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Primer A.1 DokaZimo, primenom principa matematicke indukcije, da je za svako
n € N broj 32" — 1 deljiv sa 8, tj. dokaZimo da je tacan iskaz

F(n): VYneN, dmeZ, 3*"—1=28m.
o Zan=1je3>—1=8-1, 1. iskaz F (1) je tacan;
e pretpostavimo da je tacan iskaz [+] : F (k), tj. da je 3% — 1 = 8m za neko m € Z;

o dokazujemo da je iskaz F (k+ 1) tacan:
320640 1 = 3%.32 1 = 3%.8.43% - 1 3% 84 8 = 8(3% +m),

gdejem’ =3 +meZ. v

Primer A.2 DokaZimo matematickom indukcijom da za svako n € {5,6,7,8, ...} vaZi
F(n): 2">n2
U dokazu ¢emo koristiti sledece pomocno tvrdenje: za svaki prirodan broj k > 5 vazi
Gn): 28>2k+1.
Dokaz tvrdenja G (k) izvodimo matematickom indukcijom:
ezan=5je2>=32>11=2-5+1;
e pretpostavimo da je tacno G (k);
e zak+1je
2 = 2(k+ 1) +1 o 2.26=2k+3 o 2k4+2k=2k+1)+2,

jer je, s jedne strane, na osnovu induktivne pretpostavke 28 > 2k + 1, a s druge
strane je ocigledno tacno 2F > 2 za svako k > 5.

Sledi dokaz tvrdenja F (n) matematickom indukcijom:
e zan=5je2=32>25="5%
e pretpostavimo da je tacno F (k);

e zan=k+1je

F(k Gk
okl _ 9 ok — ok 4 ok (>)2k+k2 §)2k+1+k2=(k+1)2. e

Primer A.3 DokaZimo primenom principa matematicke indukcije da se svaki priro-
dan broj n # 1 moZe napisati u obliku proizvoda prostih brojeva. Oznacimo sa F (n)
iskaz ,,broj n se moZe napisati u obliku proizvoda prostih brojeva”.

o [skaz F (n) je ocigledno tacan za n = 2.
e Pretpostavimo da je iskaz F (n) tacan za sve k < n.

e Dokazujemo da je iskaz F (n+1) tacan. Ako je n+ 1 prost broj, tvrdenje vaZi.
Ako n+ 1 nije prost broj, tada se on moZe predstaviti u obliku n+1 = a-b, gde su
prirodni brojevi a i b manji od n+ 1, te na osnovu induktivne pretpostavke vaZi
Fa)i F(b), teizn+1=a-bsledidavazii F(n+1). v
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A.2 Aritmeticki i geometrijski niz

> Aritmeticki niz: a;,az,...,4,,...
d=aj1—a;, ap=a+n-1)d,
a = ap—1tap+1 _ Gp—itanp+i
§ 2 2
Zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza:

n
n n
S,,:;an: F(@ +a) = 5Qar+ (n=a. (1.1)
> Geometrijski niz: by, by,...,by,,...
b; ‘
+l#q= b—“, by=b1-q" = b;-q",

1
by = byt bps1 = bu_i bsi.

Zbir prvih n ¢lanova geometrijskog niza:

n 1— C]n
Sn=Zbi=b1 — (1.2)
i=1 q
Zbir svih ¢lanova geometrijskog niza:
- 1
S=Yhi=hi—. (1.3)
n=1 4q
A.3 Neki vazni identiteti
¥ Binomni obrazac?:
(a+b)" :Z(Z)a”_kbk. (14)
k=0

3Vazi za elemente a i b proizvoljnog komutativnog prstena i prirodan broj z - vidi [RDO05].
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Dodatak B

Podstrukture, homomorfizmi i
izomorfizmi

Definicija B.1 Neka je
A= (A,*,O,...,_, ~,...,k,c...)
neka algebarska struktura (grupoid / grupa / Bulova algebra / prsten / polje /... ), gde

A - neprazan skup (tzv. nosac strukture A),
%,0,... - binarne operacije skupa A,
s »... - unarne operacije skupa A,

k,c... - konstante (nularne operacije), tj. fiksni elementi skupa A.
—1 -~ — ~
Ako je O # Ay C A, ako su *1,01,..., , 1,... restrikcije operacija *,0,..., , ,...
—1 ~
skupa A na skup Ai, i ukoliko je A; = (Al,*l,ol,..., s 1,...,k,c...) algebarska

struktura istog tipa kao A, tada kaZemo da je A podstruktura odgovarajuceg tipa
strukture ‘A (podgrupoid/ podgrupa/ podalgebra/ podprsten/ podpolje/ . . . ).

(il Konstante podstrukture A; su jednake odgovaraju¢im konstantama strukture A.

i) Kod grupoida i Bulovih algebri, da bi struktura A; bila podgrupoid / podalgebra
grupoida / Bulove algebre A, dovoljno je da su sve operacije, ukljucujuéi i konstante
kao nularne operacije, zaista zatvorene na skupu A (teorema). Kod npr. grupa to nije
slucaj - naime, ako je A = (A, ) grupa i ako je operacija * zatvorena na nepraznom
skupu A; C A, struktura A; = (A1,*;) ne mora biti grupa. Isto vaZi i za prstene i polja
(vidi primer B.1).

(i Neki autori, u duhu definicije B.1, i grupu definiSu kao uredenu trojku (A, x*,,e)
kod koje je A # 0, e € A, = je asocijativna binarna operacija skupa A, ’ je unarna opera-
cijaskupa A,izasvako x€ Ajexxx' =x' xx =e.

(i)  Ako je A= (A, =) grupa sa neutralnim elementom e, tada svaka njegova podgrupa
A1 = (A1, *) sadrzi element e koji je neutralni element i u podgrupi. Medutim, ako je

1Postoje i algebarske strukture sa ternarnim,. . . ,n-arnim operacijama.
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A = (A, *) grupoid sa neutralnim elementom e, i ako je A = (A1, *) njegov pogrupoid,
tada, u opStem slucaju ne mora biti e € Ay, ve¢ postoje primeri u kojima podrupoid
A = (A1, *) uopSte nema neutralni element, a s druge strane postoje i primeri u kojima
podrupoid A; = (A}, *) ima neutralni element e¢; # e - vidi zadatak 6.32.

Primer B.1
ve Uredeni par (R, +) je grupa, operacija + je zatvorena na skupu N C R, ali (N, +)
nije grupa.
v¢ Uredena trojka (Z,+,-) je prsten, operacije + i - su zatvorene na skupu N C Z,
ali (N, +,-) nije prsten.
ve Uredena trojka (R, +,-) je polje, operacije + i - su zatvorene na skupu 7. C R, ali
(Z, +,-) nije polje.

Definicija B.2 Neka je A skup svih grupoida / grupa / Bulovih algebri / prstena / polja
/..., i neka je binarna relacija < skupa A definisana na sledeci nacin: za A, Ay € A
je Ay I Ay ako i samo ako je Ay podgrupoid | podgrupa / podalgebra / podprsten /
podpolje/...od As.

Teorema B.1 Binarna relacija < skupa A iz definicije B.2 je relacija poretka.

Definicija B.3 Neka su
—1 ~1
Ay =(A1,*1,01,...1, , ,...,k1,C1---),

—2 ~2
ﬂ2:<A25*2502’---2’ s ’---’kZac2~~')a

dve algebarske strukture istog tipa (grupoidi / grupe / Bulove algebre / prsteni / polja /
... ), gde su

A, A - skupovi nosaci struktura Ay i Ay,
#1,00,... - binarne operacije skupa Ay,
%0,00,... - binarne operacije skupa A,,

—1 ~1 ..
.., - unarne operacije skupa Ay,

—2 ~2 ..

s ,..., - unarne operacije skupa Aj,
ki,cy... - konstante skupa Ay,
ka,co... - konstante skupa A;.

Neka je ¢ : A1 — A funkcija sa osobinama
L. VxyeA;, ¢@x*y)=¢(x) o)
Vx,y €A1, @xory)=px)o2e(y)

—

) =5

Vaedr, ()= o),

2. VxeA, ¥
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3. k1) =k, @(c1)=co,

Tada kazemo da je ¢ homomorfizam iz strukture Ay u strukturu Ay.

Ako je homomorfizam ¢ bijektivna funkcija, tada kaZemo da je ¢ izomorfizam iz struk-
ture A\ u strukturu Aj.

i) Ako su A i A, strukture istog tipa, tada moze da postoji vise homomorfizama i
izomorfizama iz A; u Ay.

i) Izomorfizam iz A; u A, ,,prenosi” sve osobine strukture A; u strukturu Ay, tj.
ako je ¢ : A| — A; izomorfizam, tada neka osobina (tvrdenje) vaZzi u strukturi A; ako
i samo ako vaZi u strukturi Ap. Drugim re¢ima, ako je ¢ : Aj — Aj izomorfizam,
tada su strukture A; i A ,jednake” sa stanovista teorije tih struktura® jer u njima
vaze iste zakonitosti. MoZemo reéi da se tada strukture A; i A, razlikuju samo u
oznakama elemenata i operacija. Ako su operacije struktura A; 1 A, zadane Kejlijevim
tablicama, to znaci da u Kejlijevim tablicama strukture A;, zamenom elemenata x € A;
elementima ¢ (x) € A, dobijamo® Kejlijeve tablice strukture A».

(i Kako izomorfizam iz A; u Ay ,,prenosi” sve osobine strukture A; u strukturu A;
(i obratno), izomorfizam se u matematici tipicno koristi na slede¢i nacin. Ako su nam
nepoznate neke ili sve osobine strukture A;, a uofimo da postoji izomorfizam ¢ : A} —
A, gde su nam dobro poznate osobine strukture Ay, tada moZemo konstatovati da iste
osobine vaZe i za strukturu (A .

Definicija B.4 Neka je A skup svih grupoida / grupa / Bulovih algebri / prstena / polja
/..., i neka je binarna relacija = skupa A definisana na sledeci nacin: za A, A € A
je Ay = Ay ako i samo ako postoji izomorfizam ¢ 1 A1 — As.

Teorema B.2 Binarna relacija = skupa A iz definicije B.4 je relacija ekvivalencije.

Za dokaz prethodne teoreme pogledajte zadatak 2?.

(il S obzirom na to da je relacija = simetri¢na, Cesto kazemo da ,,su strukture A; 1 Ay
izomorfne”, jer je A = Ay ako i samo ako je Ar = A .

2Sa drugih stanovista mogu biti sasvim razlicite, potevii od prirode elemenata skupova A; i Ay (npr.
elementi skupa A; mogu biti brojevi, a elementi skupa A, vektori).
3Uz eventualnu promenu redosleda elemenata u grani¢nim vrstama i kolonama.
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inverzni element, 48

izomorfizam, 54

kancelativnost, 48

Kejlijeva tablica, 47
kombinacije bez ponavljanja, 37
kombinacije sa ponavljanjem, 38
kompleksni brojevi
algebarski oblik, 121
Ojlerov oblik, 122
trigonometrijski oblik, 122
komutativnost, 48
koren polinoma, 160
viSestrukost korena, 162

Lineal, 256
Linearna kombinacija vektora, 243, 256
Linearna nezavisnost vektora, 244
linearna transformacija, 287
jezgro, 288
matrica linearne transformacije, 289
rang, 288
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slika, 288
linearni (potpuni) poredak, 20
Linearno nezavisni vektori, 256
Linearno zavisni vektori, 256

matrica
adjungovana, 228
ekvivalentne matrice, 228
idempotentna, 194
inverzna, 229
involutivna, 194
jedinicna, 191
kofaktor, 228
kvadratna, 191
minor, 228
nilpotentna, 194
nula-matrica, 191
regularna, 229
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skalarna, 194
transformacije ekvivalencije, 228
transponovana, 192

monoid, 83

neutralni element, 48
nilpotentni element, 49
nula polinoma, 160
viSestrukost nule, 162
Nula-vektor, 255

operacija, 47

parcijalno ureden skup, 19

particija skupa, 16

permutacije, 36

permutacije sa ponavljanjem, 37
podgrupa, 83

podgrupoid, 49

polugrupa, 83

Potprostor vektorskog prostora, 255
prezentacija vektora u bazi, 257
princip dualnosti, 60

relacija
antisimetri¢nost, 11
inverzna, 10
prazna, 10
puna, 10
refleksivnost, 11
simetri¢nost, 11
tranzitivnost, 11

Sarusovo pravilo, 196

semigrupa, 83

Sistem linearnih jednacina
Gausov postupak eliminacije, 200
homogen, 201
kontradiktoran, 200
Kramerove formule, 201
neodreden, 200
odreden, 200
transformacije ekvivalencije, 200
trougaoni oblik, 200

Standardna baza vektorskog prostora R",
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varijacije bez ponavljanja, 36
varijacije sa ponavljanjem, 36
Vektorski prostor, 255
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